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Introduction

Apparu vers le milieu des ann�ees 70, le langage de calcul formel Axiom [13],
initialement Scratchpad, faisait montre de caract�eristiques peu communes
dans l'univers des langages de calcul formel, comparativement aux langages
contemporains ou ult�erieurs tels Reduce, Macsyma, Mathematica, Maple,
Magma, Mupad.

Aldor est le successeur direct du langage Axiom. Comme tous les langages
de calcul formel, il autorise la manipulation des objets de base du calcul
math�ematique : entiers, ottants, bool�eens, châ�nes de caract�eres, etc, en
programmation imp�erative ou fonctionnelle.

n : Integer := 2 est une a�ectation de variable

n : Integer == 2 est une d�e�nition de constante

carre(n : Integer) : Integer == n � n

est une d�e�nition de fonction

carre(2) est une application de fonction

On dispose �egalement en Aldor des types de \l'alg�ebre" : Monoid, Ring,

Field, etc, et

R : Ring == Integer ; R : Field == Float

sont des expressions licites dans le langage.
On d�e�nit de même des fonctions :

Polynome(R : Ring) : Ring == : : :

4
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ce qui permet de construire le nouveau type Polynome(Integer).
Si l'on peut dire que 2 est de type Integer ou que x2 + x + 1 est

de type Polynome(Integer), on peut aussi dire en Aldor que Integer et
Polynome(Integer) ne sont pas des types atomiques et qu'en plus ils ont
eux-mêmes un type. Il n'y a pas de di��erence fondamentale entre 2, Integer
et Polynome(Integer).

Le trait le plus atypique de ce langage r�eside donc dans son syst�eme de
types, d'une tr�es grande richesse expressive. Il h�erite des travaux men�es sur
les sp�eci�cations alg�ebriques [9] dont il reprend les concepts.

Notre �etude portera donc sur le syst�eme de types d'Aldor [19]. On abor-
dera l'aspect standard du typage d'Aldor en tant que langage fonctionnel,
avec les notions de typage par d�eclaration ou par inf�erence, de construc-
teur de types de fonctions ! ou de types de uplets (: : :), etc. On verra
que pour expliquer le typage de certaines expressions du langage, appel�ees
domaines et cat�egories, on a besoin de l'approche du typage par les \types
abstraits alg�ebriques". Ceci nous permettra de justi�er d'une part l'existence
de cat�egories pour typer les domaines et d'autre part le fait que les cat�egories
typent d'autres cat�egories, par une relation de satisfaction entre types que
l'on d�e�nira.

Pour cette �etude du syst�eme de types, on pr�ef�erera aux sp�eci�cations
alg�ebriques la th�eorie des esquisses. D�evelopp�ee depuis 1968 par Ehres-
mann [8], la th�eorie des esquisses peut s'utiliser pour formaliser et �etudier
aussi bien la logique classique [10, 11] que des probl�emes plus circonscrits de
l'informatique [2]. A la lumi�ere de travaux pr�ec�edents [6, 7, 17], les esquisses
et leurs g�en�eralisations se sont r�ev�el�ees être un bon formalisme pour l'�etude
des langages informatiques. L'objectif poursuivi dans ce travail est unique :

d�eterminer une esquisse associ�ee au langage de calcul formel Aldor.
Celle-ci devra traduire la syntaxe du langage ainsi que toutes les carac-

t�eristiques de son syst�eme de types : construction, relation de satisfaction
dont l'h�eritage n'est qu'un cas particulier, etc.

Dans une premi�ere partie, on traitera de mani�ere g�en�erale du typage
dans les langages informatiques. Puis on mettra en �evidence l'originalit�e du
typage d'Aldor tout en essayant de donner les raisons pour lesquelles ce choix
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aurait �et�e op�er�e par les concepteurs du langage. Ceci sera fait de mani�ere
informelle, repris par la suite �a l'aide des proc�ed�es de construction de la
th�eorie des esquisses.

Apr�es avoir rappel�e les notions essentielles de la th�eorie des esquisses,
on pourra d�ebuter la construction de l'esquisse associ�ee �a Aldor proprement
dite. Elle repose sur la structure de cat�egorie cart�esienne ferm�ee, base de
tous les langages fonctionnels.

Une fois pos�ee la structure de base du langage, on d�e�nira pr�ecis�ement ce
qu'est le type d'une expression Aldor, selon sa nature et sa pr�esentation. Il
sera ensuite possible de donner toutes les r�egles de satisfaction de types, re-
lation qui nous permettra de justi�er tous les m�ecanismes du typage d'Aldor.
On verra en conclusion que la notion de typage est insu�sante pour exprimer
la validit�e d'une expression dans le langage Aldor et qu'il faut y ajouter la
notion de nature.

On pourra consulter ce document totalement ou partiellement selon ses
centres d'int�erêt en se r�ef�erant au plan suivant :

� Chapitres 1 et 2 : le typage en g�en�eral et celui d'Aldor en particulier

� Chapitre 3 : rappels sur la th�eorie des esquisses

� Chapitres 4, 5 et 6 : construction de l'esquisse depuis l'application de
fonction jusqu'�a l'inf�erence de types

� Chapitre 7 : retour sur quelques propri�et�es du typage �a la lumi�ere du
point pr�ec�edent



Chapitre 1

Typage

Le typage dans les langages de programmation a �et�e introduit �a l'origine pour
r�epondre �a des besoins de v�eri�cation dans la formation des termes: il fallait
au moins s'assurer que le pro�l des op�erateurs �etait respect�e.

Mais le typage aide aussi �a la compr�ehension des programmes. Un langage
de programmation est en e�et un outil qui permet de produire un programme
en langage machine (ce qu'on appelle �egalement le \code-objet") �a partir d'un
programme \code source", assorti d'un ensemble de commentaires �ecrits par
et pour le programmeur. Lorsque ces commentaires ne sont pas trait�es par la
machine, on parle de langage de bas niveau et dans ce cas la compilation d'un
programme source consiste �a �etudier la partie �ecrite en code et �a \oublier"
les commentaires.

Dans un langage dit de haut niveau, une partie des commentaires peut
être v�eri��ee par la machine et c'est pr�ecis�ement cette partie que l'on d�esigne
par le terme typage.

Dans cette classe de langages de haut niveau, on peut encore distinguer
les langages selon la richesse de leur syst�eme de types.

1.1 Les langages fonctionnels

Pour la plupart des langages fonctionnels, comme CAML par exemple, un
syst�eme de types est une classe de formules d'un certain langage, ces for-
mules �etant destin�ees �a exprimer des propri�et�es des termes du langage de
programmation. Les syst�emes de types sont en g�en�eral constitu�es de types

7
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atomiques (nat, bool, string : : :), de r�egles de formation des types
et de r�egles de typage des expressions.

Les r�egles de formation vont servir �a introduire des connecteurs de types ;
la plupart des langages typ�es disposent des constructeurs produit ou somme
de types et du connecteur !.

Pour former les types du syst�eme de types, on consid�ere les termes du
premier ordre sur la signature form�ee des constructeurs et des constantes de
types.

Exemple 1 : Le syst�eme de types de CAML [18]
CAML dispose de constructeurs de types binaires (!; �), unaires (list),
ainsi que de constantes de types (ou types atomiques : bool, nat, : : :), de
variables de types et de deux classes de types :

� les types de base (int, bool, string,: : :),

� les types compos�es,

La production grammaticale qui les d�e�nit est la suivante :

Type := BasicType j Type! Type j Type � Type

Dans ce langage, les constructeurs de valeurs et les constructeurs de types ne
sont pas d�enot�es de la même mani�ere. Les termes d�e�nissant les expressions
�a �evaluer et ceux d�e�nissant les types ne sont donc pas construits sur la même
signature :

� c'est le constructeur \," qui sert �a construire les uplets de valeurs et
\�" les uplets ou produits de types ;

� les listes de valeurs sont construites par \[ ]" tandis que le type \liste
sur un type variable a" s'�ecrit 'a list ;

� la valeur \( )" est de type unit.
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Les r�egles de typage, souvent pr�esent�ees sous la forme de r�egles d'inf�erence
logiques utilisant le symbole `, vont comprendre les d�eclarations de con-
stantes typ�ees (true est de type bool d'o�u la r�egle ` true : bool) et per-
mettre d'inf�erer les jugements de la forme

C ` M : �

o�u C est un contexte (ensemble �ni de d�eclarations de variables),M un terme
du langage de programmation et � un type, c'est-�a-dire un terme du \langage
de typage". Ces r�egles de typage peuvent être utilis�ees pour v�eri�er un type
(lorsque C;M et � sont connus) ou pour une synth�ese de type (lorsque � est
inconnu) comme c'est le cas en CAML.

Synth�ese de types en CAML : Au probl�eme \Comment trouver le type
le plus g�en�eral pour une expression du langage ?", CAML et les langages
de cette famille r�epondent en utilisant un algorithme bas�e sur un proc�ed�e
d'uni�cation \destructive" sur les termes du premier ordre que sont les types.

Un nouvel ensemble de r�egles d'inf�erences est �ecrit (par rapport �a celles
qui d�e�nissent ce qu'est un type), que l'on peut voir comme un algorithme
puisqu'il admet exactement une conclusion pour chaque construction syntax-
ique.

Pour une expression donn�ee du langage CAML, la d�eduction de type pour
cette expression utilise exactement une r�egle par sous-expression. Ainsi la
d�eduction est structur�ee selon le même sch�ema que celui de l'expression, ce
qui permet par l�a-même de reconstruire une expression �a partir de son arbre
de d�eduction de type.

Remarque : Le type int! int est le type exprimant qu'un terme du
langage de programmation de ce type est une fonction des entiers naturels
vers les entiers naturels.

Le fait de pouvoir �ecrire des types comme

(int! int) �! (int! int)

nous fait parfois parler de langages d'\ordre sup�erieur". Cette notion peut
se formaliser en se donnant une fonction ord associant �a tout type atomique
un entier (ex : ord(int) = 1), prolong�ee par

ord(�1 ! �2) = max(ord(�1) + 1; ord(�2)):



1.2. Les langages alg�ebriques - LPG 10

Exemple 2 : Les types du syst�eme F
Le syst�eme F de Girard [14] est un syst�eme de types dits de second ordre
(cette notion d'ordre n'�etant pas �a assimiler �a la pr�ec�edente), avec le �-
calcul commemod�ele de langage de programmation. Pour former les types,on
consid�ere les formules �ecrites sur un ensemble in�ni d�enombrable de variables
(dites variables de type : X;Y; : : :), le connecteur ! et le quanti�cateur 8.

On d�e�nit sur cet ensemble de formules une notion de substitution, puis
de �- �equivalence (par induction et en utilisant la substitution : t1 � t2 si t2
est obtenu �a partir de t1 en renommant les variables li�ees de t1).

Les types du syst�eme F sont alors des classes d'�equivalence de formules
pour la �-�equivalence :

Id = 8X(X ! X) (type de l'identit�e)

Bool = 8X fX;X ! Xg (type des bool�eens)

Ent = 8X f(X ! X)! (X ! X)g (type des entiers)

A ^ B = 8X f(A;B ! X)! Xg (type produit de A et B)

List(Y ) = 8X f(Y;X ! X);X ! Xg (type des listes d'objets de type Y)

Un terme du �-calcul de type Id sera par exempleM � �xx, un �-terme
bool�een M � �x�yx ou M � �x�yy.

Remarque : Il est possible de \d�ecoder" les types du syst�eme F dans la
th�eorie des esquisses, ou plutôt des trames qui sont une g�en�eralisation de la
notion d'esquisse.

A partir du type List(Y ) par exemple, on obtient une trame d'ordre 2
[5, 1].

1.2 Les langages alg�ebriques - LPG

Si les langages fonctionnels d�eterminent la construction de types �a partir
d'op�erations sur des types d�ej�a d�e�nis, par somme ou produit par exemple,
les langages alg�ebriques relient la notion de type (de donn�ees) �a celle de classe
de mod�eles d'une th�eorie alg�ebrique.

A titre d'exemple, on �ecrit en LPG [3] des sp�eci�cations alg�ebriques et on
s'int�eresse �a la classe des mod�eles d'une telle sp�eci�cation. Une propri�et�e
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LPG est une sp�eci�cation particuli�ere, d�e�nissant une classe de mod�eles, et
on peut d�eclarer dans LPG qu'un type, ou type abstrait alg�ebrique, est un
mod�ele d'une propri�et�e.

Exemple : Soient la propri�et�e

property Ensemble

sorts E

end Ensemble

et le type abstrait

type Naturel

sorts nat

constructors

zero : -> nat

succ : nat -> nat

operators

+ : (nat,nat) -> nat

variables i, j : nat

equations

1 : zero + j ==> j

2 : succ(i) + j ==> succ(i+j)

end Naturel

On sp�eci�e que Naturel est mod�ele de Ensemble par la d�eclaration :

models Naturel : Ensemble[nat]

On fait ainsi correspondre aux sortes et op�erateurs de la propri�et�e les
sortes et op�erateur d'un type : ici ce sont seulement les sortes nat et E qui
sont en correspondance.

1.3 Exemple du langage Haskell

Haskell [12] est un langage fonctionnel qui permet de d�e�nir des types ab-
straits alg�ebriques et des classes de types.
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Types et valeurs d'expressions ne sont pas confondus mais la notion de
genre permet de caract�eriser les types. Les valeurs de types sont construites
�a partir de constructeurs de types et les expressions de types sont carac-
t�eris�ees par un genre pour assurer leur validit�e. On peut ainsi les classer
avec les deux seules formes qui peuvent être prises :

� Le symbole � repr�esente le genre de tous les constructeurs de types
0-aires.

� Si k1 et k2 sont des genres, alors k1 ! k2 est le genre des types qui
prennent un type de genre k1 et retournent un type de genre k2.

On d�etermine alors le genre des expressions de types :

� Les variables de types ont leur genre inf�er�e par le contexte dans lequel
elles apparaissent.

� Les constructeurs constants Int, Float, Char, : : : sont de genre �.

� Le constructeur ! a pour genre � ! � ! �.

� Les constructeurs de uplets de types (), ( ), ( , ), ( , , ), pour 0, 1, 2
ou 3 �el�ements, ont pour genre �, � ! �, � ! � ! �, � ! � ! � ! �.

La construction d'un type abstrait en Haskell peut se faire en utilisant
une d�eclaration newtype �a partir d'un type existant.

Exemple : Piles d�e�nies par les listes

module Stack (StkType, push, pop, empty) where

newtype StkType a = Stk[a]

push x (Stk s) = Stk (x : s)

pop (Stk (x : s)) = Stk s

empty = Stk [ ]

Dans le noyau Prelude de Haskell, on a par exemple les types abstraits
Integer, Float et la classe pr�ed�e�nie de types Num, dont Integer et Float
sont des instances selon la terminologie Haskell. Ils sont par ailleurs in-
stances de la classe Eq d�e�nie par :
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class Eq a where

(==); (= =) :: a ! a ! Bool

x= = y = not (x == y)

Une d�eclaration instance stipule qu'un type est une instance d'une classe.
On notera que les types Haskell sont structur�es par un ordre de g�en�eral-

isation : on dit qu'un type T1 est plus g�en�eral qu'un type T2 (en faisant
appel �a une notion de substitution) et le type le plus g�en�eral que l'on peut
associer �a une expression est appel�e son type principal.

1.4 Quelques sp�eci�cit�es d'Aldor

Aldor est un langage bas�e sur l'�evaluation d'expressions. On verra ult�erieure-
ment quelles sont les r�egles �a respecter pour former les expressions, ie la
syntaxe du langage.

Chaque expression du langage est �evalu�ee et cette ex�ecution produit un
ensemble de valeurs.

Les valeurs calcul�ees peuvent ensuite être sauv�ees dans des variables
ou des constantes identi��ees (un identi�cateur n'�etant qu'une châ�ne de
caract�eres, exception faite des mots r�eserv�es du langage tels with, add,

if, then, else, repeat : : :, utilis�e pour nommer des variables ou des con-
stantes par une a�ectation := ou une d�e�nition ==).

D�e�nir une variable ou une constante consiste �a associer une expression,
un identi�cateur et �eventuellement un type.

D�e�nir une paire (nom; valeur) revient alors �a apparier les noms de vari-
ables et les valeurs a�ect�ees, et un ensemble de paires (nom; valeur) constitue
un environnement.

L'approche choisie par les concepteurs est celle de \types sur les variables
et constantes" : les types sont associ�es aux variables et constantes soit par
des d�eclarations, soit inf�er�es de l'expression qui les d�e�nit, et il n'est pas
possible, �a partir d'une seule valeur, de retrouver son type.

Les types �etant d�ecrits par les mêmes formules que les expressions �evalu�ees
par le langage, on parle de types comme valeurs de premi�ere classe. On
pourra en particulier les passer en arguments de fonctions si leurs types (de
ces types) sont ad�equats ou encore les a�ecter �a des variables.
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Cette sp�eci�cit�e a des cons�equences tr�es particuli�eres, que l'on se propose
de pr�esenter de suite.



Chapitre 2

Les types d'Aldor

On s'int�eresse dans ce chapitre aux pures notions de typage : association d'un
type �a une expression et sa v�eri�cation dans le monde des types. D'autres
notions viendront s'y gre�er en �n de document, notamment celle de nature.

2.1 Expressions d'Aldor et types

Les expressions d'Aldor sont des termes sur une signature donn�ee � . Notons
EXPR l'ensemble des termes du premier ordre sur �.

Les termes d�ecrivant les types d'Aldor sont produits �a partir d'une sig-
nature �T . On note TYPE l'ensemble de ces termes.

L'a�rmation

Aldor est un langage typ�e

signi�e que l'on d�e�nit ainsi une application

type : EXPR! TYPE

telle que chaque expression a exactement un type.
La seule trace visible de cette application en Aldor r�eside dans l'a�chage

en mode interactif : un type est propos�e apr�es chaque �evaluation. C'est en
g�en�eral le type de l'expression �evalu�ee.

15
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Exemple 1:

f : Integer ! Integer == (x:Integer):Integer +-> x + 1

est une d�e�nition de fonction et type(f) = Integer ! Integer, o�u le type
est construit �a partir du terme type Integer et du constructeur de type !.

La premi�ere cons�equence de la sentence

\Tous les termes Aldor sont des valeurs de premier ordre"

s'applique aux termes d�ecrivant les types :

TYPE � EXPR:

Pour la plupart des langages de calcul on ne peut comparer les termes
sur � et les termes sur �T .

Comme on a vu que la prescription d'un type est permise pour tous les
�el�ements de EXPR, la question du typage des types sera alors �a �etudier.

2.2 Fonctions et objets de base

Si FONC d�esigne l'ensemble des fonctions alors

EXPR = FONCqOBJq TYPE (r�eunion disjointe)

avec OBJ l'ensemble des objets de base (ni fonctions ni types).
La fonction type de EXPR vers TYPE est donc �a d�e�nir �a la fois sur

FONC, OBJ et TYPE.

Un type �etant qu'une expression, une fonction peut produire un type :
on appelle constructeur de type toute fonction Aldor retournant un type
(!, Tuple, Cross, etc pour les pr�ed�e�nies, et toutes les fonctions d�e�nies
par l'utilisateur).

Dans l'exemple 1, le constructeur! est un �el�ement de FONC et est aussi
un �el�ement de �T puisqu'il retourne le type Integer ! Integer une fois
appliqu�e aux deux types Integer, Integer, mais il n'est pas dans TYPE
puisque FONC \ TYPE = ; .
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2.3 Satisfaction de types

La quasi-totalit�e des langages fonctionnels mettent en oeuvre une v�eri�cation
de types pour l'application : si f est une fonction de type A! B o�u A et B
sont des types alors f(x) est une expression valide si et seulement si le type
de x est exactement A.

Cette v�eri�cation est sensiblement di��erente en Aldor. On a d'une part :
f(x) est une expression valide si le type de x satisfait le type A, et d'autre
part cette condition concernant uniquement le typage s'accompagne en fait
d'une deuxi�eme condition .

Celle-ci ne concerne pas uniquement le typage, elle fait aussi intervenir le
corps de la d�e�nition. On y reviendra dans le dernier chapitre de ce travail.
On ne s'int�eresse pour le moment qu'aux seuls types.

Le langage Aldor d�e�nit une relation de satisfaction sur les types et, si
l'on sait que toute expression a exactement un type, celui-ci peut en satisfaire
plusieurs autres.

Cette relation de satisfaction sera d�ecrite dans ce document par le for-
malisme des esquisses, au cours du chapitre 4.

Exemple 2 : Le type (Integer, Integer) des couples d'entiers satisfait
le type Tuple(Integer) des uplets d'entier. Cette satisfaction est \automa-
tique" en Aldor (6.4.3).

2.4 Types-domaines et types des domaines

Les types des fonctions et des objets de base sont appel�es parfois types-
domaines en Aldor, ou le plus souvent domaines. Si DOM d�esigne l'ensemble
de tous les domaines alors

DOM � TYPE:

Exemple 3 : Integer and Integer ! Integer sont des domaines.
Pour en faire une pr�esentation simple, compl�et�ee dans le paragraphe suiv-

ant, on peut consid�erer le domaine des entiers comme la d�e�nition des op�era-
teurs accessibles sur les entiers.
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Pour r�epondre maintenant �a la question \Quel est le type d'un domaine
?", on pourrait introduire un unique type not�e Type.

Ce type existe en Aldor et il s'agit d'un domaine, mais ce seul typage
par Type est insu�sant pour exprimer toute la richesse du syst�eme de types
d'Aldor. La raison principale est la suivante : puisque TYPE � EXPR, un
domaine peut être argument d'une fonction dans un contexte d'application.
Si le type de tout domaine est Type, on ne peut d�e�nir des fonctions que sous
la forme :

g(T : Type) : B == : : :

Cette fonction g prend un domaine en argument. Il est de fait impossible de
placer des restrictions sur les domaines acceptables par la fonction g comme
arguments, en termes d'op�erateurs disponibles par exemple. Si g est par
exemple une fonction de tri d'�el�ements, qui �a partir d'une s�equence retourne
la s�equence tri�ee, le domaine de ces �el�ements doit fournir un op�erateur de
comparaison, ce que l'on aimerait signi�er dans le typage. Ce concept de
type unique pour tous les domaines n'est pas satisfaisant.

En r�ealit�e tout domaine a un type qui satisfait Type sans être n�ecessaire-
ment Type. Ce peut être un type-cat�egorie.

2.5 Types-cat�egories et types des cat�egories

2.5.1 Cat�egories comme types de domaines

Un type-cat�egorie ou cat�egorie est destin�e �a apporter des restrictions sur les
domaines possibles dans un contexte de typage donn�e.

La conception d'un domaine en Aldor est celle du typage dans les langages
alg�ebriques : c'est un type abstrait de donn�ees (ADT). Il est constitu�e d'un
type export�e (not�e % dans la d�e�nition du domaine et qui prend ensuite le
nom du domaine une fois export�e) , et d'une collection d'op�erations export�ees,
ce qui d�etermine une signature h�et�erog�ene sous-jacente au domaine.

Exemple 4 : un domaine des �-termes
Lambda-termes :withf
var : Variable! %;
-- Variable est un domaine pr�ealablement d�efini
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abs : (Variable, %) ! %;
apply : (%, %) ! %; g

== add f
var (x:Variable) : % == x pretend %
abs (x:Variable, M:%) == : : :
g

Le domaine Lambda-termes est un ADT sur la signature multi-sortes

� =< fV ariable;%g; fvar; abs; applyg> :

La notion de cat�egorie s'appuie sur celle de signature au sens o�u l'on
reprend les symboles fonctionnels de la signature, munis de leur pro�l. S'y
ajoutent des constructions particuli�eres, en termes d'h�eritage par exemple,
non d�etaill�ees ici mais dans le chapitre 7.

Exemple 5 : Une cat�egorie identi��ee (ie �a laquelle on a associ�e un identi-
�cateur) de termes

Termes == with f
var : Variable! %; g

-- Toute variable est un terme

La cat�egorie Termes est relative �a la signature multi-sortes

�termes =< fV ariable;%g; fvarg> :

si l'on d�e�nit une fonction modele(D:Termes):Type ==: : : alors cette
fonction modele accepte comme arguments toutes les expressions D v�eri�ant
la condition d�esormais habituelle : le type de D satisfait la cat�egorie Termes.

Ainsi Lambda-termes est un argument valide pour modele, son type �etant
la cat�egorie non identi��ee (ou anonyme)

withf
var : Variable! %;
abs : (Variable, %) ! %;
apply : (%, %) ! %; g

Il y a une inclusion de signatures entre cette cat�egorie et Termes, ce qui
constitue un des cas de satisfaction de types, donc cette cat�egorie anonyme
satisfait la cat�egorie Termes.
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Pour des domaines tr�es usit�es, on a par exemple :

� Integer de type la cat�egorie Join(IntegerNumberSystem, Steppable)
with f integer : : :g ;

� Integer! Integer de type la cat�egorie with.

2.5.2 Types des cat�egories

Si CAT est l'ensemble des cat�egories d'Aldor alors

CAT � TYPE

et elles ont elles-mêmes un type. Ce pourrait être l�a encore un type unique,
not�e Category. Ce type existe en Aldor et c'est un domaine, mais pour de
semblables raisons ce n'est pas le type unique des cat�egories, il n'est qu'un
type satisfait par tous les types des cat�egories.

Dans ce langage, les cat�egories sont typ�ees par d'autres cat�egories ou par
le domaine Category. Une cat�egorie peut être utilis�ee comme type d'une
autre si une relation d'h�eritage est satisfaite, par exemple si elle fournit su�-
isamment d'op�erations ou constantes export�ees.

Exemple 6 : Les cat�egories Group et Monoid sont de type Category, et
Group h�erite de Monoid puisque :

� Monoid : Category == BasicType with f1 : %; � : : : :g

� Group : Category == Monoid with finv : %! %; : : :g

Toutes ces notions seront d�e�nies ult�erieurement.

2.6 Domaines et cat�egories comme types

Il est maintenant possible de typer toute expression Aldor par un domaine
ou une cat�egorie.

TYPE = CATq DOM:
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Les deux domaines Type et Category ont une fonction privil�egi�ee dans le
typage :

type : FONC! DOMnfType,Categoryg
type : OBJ! DOMnfType,Categoryg
type : DOM! CAT [ fTypeg
type : CAT! CAT [ fType, Categoryg

Il n'est alors pas n�ecessaire d'introduire de nouveaux types puisque les
cat�egories typent les cat�egories.

Avec ce syst�eme de types, une expression E est :

� une fonction ou un objet de base si le type de E est un domaine di��erent
de Type et Category ;

� une cat�egorie si le type de E est Category ;

� un domaine ou une cat�egorie sinon, i.e. si le type de E est Type ou une
cat�egorie.

Cette derni�ere ambiguit�e peut être lev�ee si n�ecessaire (application de fonction
par exemple), en faisant alors r�ef�erence �a la notion de nature et non plus de
typage. Ceci sera abord�e en 5.1.4 et repris en 7.2.

On notera tout de même l'ambiguit�e que ce choix introduit en Aldor.
Type pouvant être le type d'une cat�egorie, alors on obtient un cas de

satisfaction imm�ediat :

Type satisfait Category

puisque tout type de cat�egorie satisfait Category (ce sera d�e�ni en termes
d'esquisses).

Mais Type peut aussi être le type d'un domaine. On se trouve donc dans
la situation o�u le type d'un domaine satisfait Category, ce qui peut troubler
l'utilisateur a priori, mais la deuxi�eme condition de v�eri�cation de type que
l'on introduira au dernier chapitre assure la validit�e des expressions que l'on
forme.
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2.7 Pr�esentation graphique

Les di��erents ensembles et applications introduits dans ce chapitre se pr�esen-
tent ainsi :

type

FONC OBJ TYPE

EXPR

DOM CAT



Chapitre 3

Esquisses

Le sch�ema pr�ec�edent (�n du chapitre 2) liait des ensembles (EXPR, TYPE,
: : :) par le moyen d'applications dont certaines �etaient des injections.

Ce dessin G2 ne fait que re�eter, en termes ensemblistes, une structure
que l'on aurait pu d�ecrire de mani�ere plus formelle par le graphe G1 suivant :

D

F

C B

A

E

constitu�e uniquement d'objets et de �eches au sens le plus strict.
G1 etG2 ont la même structure au sens o�u l'on peut envoyerG1 sur G2 par

une famille d'applications, objets sur ensembles et �eches sur applications,
ici :

� A sur EXPR

� B sur TYPE

� C sur FONC

� etc

23
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en respectant domaine et codomaine de chacune des �eches.

On connâ�t d'autres propri�et�es sur ces ensembles qui ne sont pas ex-
prim�ees dans G2, par exemple le fait que EXPR est la somme des ensembles
FONC, OBJ, TYPE et TYPE la somme de DOM et CAT.

Par contre ceci peut se faire explicitement �a partir de G1 en d�ecr�etant
que certains cônes ont un statut particulier, auquel cas on ne consid�ere plus
seulement G1 mais G1 et un ensemble de cônes distingu�es issus de G1 :

DC B

A

E F

B

A

E F

B

+
DC

Dans le cas pr�esent, les deux cônes distingu�es sont des cônes inductifs.

Ce graphe G+
1 avec cônes distingu�es doit encore pouvoir s'envoyer sur

G2 (on n'a rajout�e ni objet ni �eche) avec la même famille d'applications
que pr�ec�edemment. On doit pr�eciser cette fois que l'image de A doit être
la r�eunion disjointe des ensembles images de C;D;B, idem pour l'image de
B, ce qui est v�eri��e par notre famille d'applications, telle qu'elle avait �et�e
d�e�nie.

La donn�ee ainsi constitu�ee est celle d'une esquisse (G+
1 ), d'un foncteur (la

famille d'applications v�eri�ant une bonne propri�et�e) caract�erisant un mod�ele
ensembliste, toutes notions que l'on d�e�nit dans ce chapitre.

Remarque : Dans G1, on peut d�ej�a nommer les objets EXPR, TYPE,

FONC, OBJ, DOM, CAT, tout ceci �etant purement syntaxique et ne pr�esageant
en rien des mod�eles que l'on va consid�erer.
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3.1 Graphes �a composition

La notion de graphe est essentielle dans le formalisme que l'on a choisi pour
exprimer la th�eorie des esquisses. Il s'agit en e�et d'un formalisme graphique,
o�u le graphe �a composition est la base du discours.

D�e�nition 3.1.1 Un graphe orient�e consiste en la donn�ee d'une classe
d'objets OBJ , d'une classe de �eches FL et des op�erations

dom : FL! OBJ (s�election des domaines)

codom : FL! OBJ (s�election des codomaines)

telles que :

� pour A
f
! B dans FL, dom(f) = A et codom(f) = B

Exemple : Sous forme graphique :

A B
g

C

h

f

ou plus classiquement :
OBJ = fA;B;Cg

FL = fA
f
! B;B

g
! B;C

h
! Ag

dom(f) = A; dom(g) = codom(g) = B; : : :

D�e�nition 3.1.2 Un graphe �a composition (fort) consiste en la donn�ee
d'un graphe orient�e et des op�erations :

selid : OBJ ! FL (s�election des identit�es)

comp : FL ? FL! FL (composition)

telles que :
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� FL ? FL � f(g; f) 2 FL� FL : codom(f) = dom(g)g,

FL ? FL est appel�e l'ensemble des couples de �eches composables,

8(g; f) 2 FL ? FL; comp : (g; f) 7! g � f

pour reprendre la notation habituelle des compos�ees.

� Axiome de position :

8B 2 OBJ; dom(selid(B)) = B = codom(selid(B)), soit encore

dom � selid = codom � selid = IdOBJ

(fonction identit�e sur la classe OBJ)

� Axiome d'unitarit�e :

pour tout objet B, la �eche selid(B), not�ee parfois idB est une identit�e :

8A
f
! B;8B

g
! C; idB � f = f et g � idB = g

Exemple de graphe �a composition : Sous forme graphique

A B

idA

C

h

f g

j

idB

idC

ou plus classiquement :
comp(j; h) = j � h = f

Nota On ne repr�esentera pas toujours les �eches identit�es.
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3.2 Cat�egories

D�e�nition 3.2.1 Une cat�egorie consiste en la donn�ee d'une classe d'objets
OBJ , d'une classe de �eches FL et des op�erations :

dom : FL! OBJ (s�election des domaines)

codom : FL! OBJ (s�election des codomaines)

selid : OBJ ! FL (s�election des identit�es)

comp : FL ? FL! FL (composition)

telles que :

� pour A
f
! B dans FL, dom(f) = A et codom(f) = B

� FL ? FL = f(g; f) 2 FL� FL : codom(f) = dom(g)g,

8(g; f) 2 FL ? FL; comp : (g; f) 7! g � f

� Axiome d'associativit�e :

8A
f
! B;8B

g
! C;8C

h
! D;h � (g � f) = (h � g) � f

� Axiome de position :

pour tout objet B, on a une �eche selid(B) not�ee idB dans FL

dom(idB) = B et codom(idB) = B

� Axiome d'unitarit�e :

pour tout objet B, la �eche idB est une identit�e

8A
f
! B;8B

g
! C; idB � f = f et g � idB = g

Autrement dit une cat�egorie est un graphe �a composition fort, avec une
composition associative et une composabilit�e maximale.

Exemple : La cat�egorie Ens des ensembles avec comme objets tous les
ensembles et comme �eches toutes les applications.
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3.3 Foncteurs

D�e�nition 3.3.1 Soient G = (OBJG; FLG; FLG ? FLG; domG; : : :) et G
0

=
(OBJG0 ; FLG0 ; FLG0 ?FLG0 ; domG

0 ; : : :) deux graphes �a composition forts, un
homomorphisme entre G et G

0

est un triplet H = (OBJ(H); FL(H);H ?
H) o�u :

OBJ(H) : OBJG ! OBJG0

FL(H) : FLG ! FLG0

H ? H : FLG ? FLG ! FLG0 ? FLG0

sont des applications telles que :

� 8f 2 FLG;(
domG

0 (FL(H)(f)) = OBJ(H)(domG(f))
codomG

0 (FL(H)(f)) = OBJ(H)(codomG(f))

soit encore l'�egalit�e fonctionnelle

(
domG

0 � FL(H) = OBJ(H) � domG

codomG
0 � FL(H) = OBJ(H) � codomG

ou la notation simpli��ee 8f 2 FLG;(
dom(H(f)) = H(dom(f))

codom(H(f)) = H(codom(f))

� H ? H(g; f) = (H(g);H(f)) en notation simpli��ee

� FL(H)(selid) = selid(OBJ(H))

Graphiquement :
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OBJG OBJ
G

0

FLG FL
G

0

p1; p2; q1; q2 sont les projections.

FLG ? FLG FLG0 ? FLG0

domG codomG domG
0 codomG

0

p1 p2 q1 q2
compG comp

G
0

OBJ(H)

FL(H)

H ?H

avec les conditions de commutation suivantes sur les diagrammes :

q1

OBJ(H)

p2 q2 compG comp
G

0

domG dom
G

0

p1

codomG codom
G

0 idG id
G

0

FL(H)

H ?H

FL(H)

H ?H

FL(H)

H ?H

OBJ(H)

FL(H)

OBJ(H)

FL(H)

FL(H)

Un homomorphisme entre graphes �a composition est appel�e un foncteur.

3.4 Cônes

D�e�nition 3.4.1 Soit I un graphe �a composition.
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I

Jj

K

i

k

On appelle cône projectif type de base I le graphe Cp obtenu en
ajoutant �a I un objet (le sommet) et des �eches (les g�en�eratrices) en même
nombre que les objets de I, chacune ayant pour domaine le sommet du cône
et pour codomaine un objet de la base I :

I

J

�K

K

i

kj

0

�I �J

avec une condition de commutation pour chaque �eche de I.

8><
>:

�I = i � �I
�J = j � �I
�K = k � �J

D�e�nition 3.4.2 Soit I un graphe �a composition.
On appelle cône inductif type de base I le graphe Ci obtenu en ajoutant

�a I un objet (le sommet) et des �eches (les g�en�eratrices) en même nombre que
les objets de I, ayant pour domaine un objet de la base I et pour codomaine
le sommet du cône :
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I

J

�K

K

i

kj

0

�I �J

avec l�a aussi une condition de commutation pour chaque �eche de I :

8><
>:

�I = �I � i
�I = �J � j
�J = �K � k

D�e�nition 3.4.3 Soit G un graphe �a composition.
Un cône projectif (respectivement inductif) dans G est un foncteur

d'un cône projectif (respectivement inductif) type vers G.

Exemple : Fp et Fi
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I

J

K

i

kj

�J

0

�I �J
�K

0

I J

A B C

P Q

D

a b

v

c

tsr

u

G

Fp

Fi

�I

Fp :

8>>>>>><
>>>>>>:

0 7! P j 7! a
I 7! A k 7! b
J 7! B �I 7! r
K 7! C �J 7! s

�K 7! t

F i :

8><
>:

0 7! C �I 7! b
I 7! B �J 7! v
J 7! Q

Remarque : En parlant de cône, on confondra souvent le foncteur et son
image dans un graphe.

3.5 Esquisses

D�e�nition 3.5.1 Une esquisse E consiste en la donn�ee d'un graphe �a com-
position G (le support de E), d'un ensemble P de cônes projectifs dans G et
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d'un ensemble I de cônes inductifs dans G.
Ces cônes sont appel�es cônes distingu�es dans E.

Exemple : Une esquisse E1 des ensembles munis d'une loi binaire ;
E1 = (G;P;I) avec :

0

1 2

Fp1

�1 �2 E1 E2
k

p1

p2

G

Fp1 :

8><
>:

0 7! E2 �1 7! p1
1 7! E1 �2 7! p2
2 7! E1

P = fFp1g; I = ;

Exemple : Une esquisse E2 des ensembles munis d'une loi binaire et d'une
loi 0-aire (une constante) ; E2 = (G;P;I) avec :

0

1 2

Fp2

�1 �2 E1 E2
k

p1

p2

G

Fp1

E0

e

0

Fp2 : 0 7! E0 (base vide !)

P = fFp1; Fp2g; I = ;
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3.6 Limites projectives et inductives

On va donner �a certains cônes un statut particulier, celui d'être une limite
projective ou inductive.

On n'exprimera pas ces propri�et�es d'alg�ebre universelle sur les foncteurs
eux-mêmes, ce qui nous am�enerait �a d�e�nir d'autres objets de la th�eorie des
cat�egories, mais sur leurs images dans un graphe.

D�e�nition 3.6.1 Soient C une cat�egorie et Cp (respectivementCi) un cône
projectif (respectivement inductif) type de base I, soit F un foncteur de Cp
(respectivement Ci) vers C.

F = (OBJ(F ); FL(F ); F ? F ) est un cône limite projective si :
pour tout autre cône G de même base I dans le graphe sous-jacent �a C, il

existe une unique �eche dans C de OBJ(G)(0) vers OBJ(F )(0) qui r�ealise
les conditions de commutation pour chacune des arêtes des cônes.

0

I J
: : :

C

�I �J

B

A

C

D

: : :

b c

e

d

aF

G
j

Supposons :

8>>><
>>>:

OBJ(F )(0) = A FL(F )(j) = e
OBJ(F )(I) = B FL(F )(�I) = b
OBJ(F )(J) = C FL(F )(�J) = c

: : : : : :

8>>><
>>>:

OBJ(G)(0) = D FL(G)(j) = e
OBJ(G)(I) = B FL(G)(�I) = b � a
OBJ(G)(J) = C FL(G)(�J) = d

: : : : : :
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Alors il existe une unique �eche de domaine D et codomaine A, notons la
fact(b � a; d), qui r�ealise :

(
b � fact(b � a; d) = b � a
c � fact(b � a; d) = d

Certains cônes limite projective sont appel�es �egalement cônes produit, ou
produits, et parfois identi��es au seul sommet image s'il n'y a pas ambiguit�e.

Le cas inductif s'obtient en inversant les �eches et un cône limite inductive
s'appelle parfois un cône somme ou une somme ; la �eche analogue �a fact y
est not�ee cofact.

Exemple : Le produit cart�esien de deux ensembles muni de ses deux pro-
jections est un cône limite projective dans la cat�egorie Ens des ensembles.
La r�eunion disjointe joue le rôle de la limite inductive.

Cas particulier : Cônes limites projectives de base vide
La propri�et�e g�en�erale devient excessivement simple lorsque les cônes con-

sid�er�es sont de base vide. Ainsi un cône limite projective de base vide vers
un graphe G s�electionne un objet du graphe, not�e 1 de coutume, v�eri�ant :

8A 2 OBJG; 9!�A 2 FLG; dom(�A) = A; codom(�A) = 1

On appelle souvent 1 l'objet terminal et une �eche de 1 vers un autre objet
est appel�ee une constante.

3.7 Mod�ele

D�e�nition 3.7.1 Soit E = (G;P;I) une esquisse. Un mod�ele de E dans
une cat�egorie C consiste en la donn�ee d'un foncteur F de G vers C tel que :

� l'image par F de tout cône projectif distingu�e dans E est un cône limite
projective dans C ;

� l'image par F de tout cône inductif distingu�e dans E est un cône limite
inductive dans C.
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Exemple : Un mod�ele ensembliste d'une esquisse E

f0g

N

N�N

N
?

Ens

Z

: : :
+

p1

p2

0

1
E2E1

k

p1

p2
E0

e f

F

E

o�u les cônes distingu�es dans E sont envoy�es dans Ens sur des cônes limites
comme suit :

E0 f0g

E2 N�N

E1E1 N N

F

Fp1 p2 p1 p2

Th�eor�eme 3.7.1 Les mod�eles d'une esquisse E dans une cat�egorie C for-
ment une cat�egorie, que l'on notera le plus souvent Mod(E;C), dont les ob-
jets sont les mod�eles de E dans C et les �eches les transformations naturelles
entre les mod�eles.

3.8 Cat�egorie cart�esienne et cart�esienne fer-

m�ee

D�e�nition 3.8.1 C est une cat�egorie cart�esienne si :

1. C est une cat�egorie
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2. il existe un objet 1, appel�e objet terminal, tel que, pour tout objet A,
FLA;1 contient un seul �el�ement not�e �A

3. pour tous objets A et B, il existe un objet A � B et deux �eches
pA;B1 : A�B ! A et pA;B2 : A�B ! B, tels que, pour tout objet C et

toutes �eches C
f
! A, C

g
! B, il existe une unique �eche fact(f; g) :

C ! A�B telle que :

(
pA;B1 � fact(f; g) = f

pA;B2 � fact(f; g) = g

A�B

A

C

f

B

p1 p2 g

fact

En d'autres termes, une cat�egorie cart�esienne est une cat�egorie qui con-
tient tous les produits �nis.

Exemple : La cat�egorie Ens des ensembles munie du produit cart�esien.

Exemple : Consid�erons toutes les formules du premier ordre du calcul des
propositions, on obtient une cat�egorie Prop ayant comme objets les propo-
sitions et comme �eches les d�erivations.

Par exemple, soient P et Q deux propositions, si P ` Q, alors il existe
une �eche dans Prop de domaine P et codomaine Q.

En outre, la cat�egorie Prop est une cat�egorie cart�esienne puisque, d�es lors
que l'on a deux objets P et Q, on a l'objet P ^Q, et les deux �eches d�eduites
des r�egles

P ^Q ` P ; P ^Q ` Q

sont les deux �eches de projection.

D�e�nition 3.8.2 C est une cat�egorie cart�esienne ferm�ee si :

1. C est une cat�egorie cart�esienne
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2. pour tous objets A et B, il existe un objet BA et une �eche appA;B :
BA �A! B, appel�ee application, tels que,

pour tout objet C et toute �eche f : C �A! B, il existe une unique
�eche �f : C ! BA appel�ee la curry��ee de f , telle que :

appA;B � fact(�f � proj1; proj2) = f

A B

C

appA;B

BA

BA � A

C � A

8 f

9!�f

proj2

proj1

fact(: : :)

Exemple : La cat�egorie Ens des ensemble est une cat�egorie cart�esienne
ferm�ee. Pour tous objets A et B de Ens, on a l'objet Hom(A;B) ensemble
des applications de A vers B qui joue le rôle de l'objet exponentiel BA et la
�eche d'application qui, �a une application f de A vers B et un �el�ement a de
A associe l'�el�ement f(a) de B.

Exemple : La cat�egorie Prop est une cat�egorie cart�esienne ferm�ee. Pour
tous objets P etQ, on a un objet exponentielP ) Q et une �eche d'application
associ�ee d�eduite de la r�egle

(P ) Q) ^ P ` Q:

3.9 Cat�egorie-type

D�e�nition 3.9.1 Soit U : C! C
0

un foncteur entre deux cat�egories.
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Soient C un objet de C, C
0

un objet de C
0

et " une �eche de C
0

vers
U(C).

On dit que " pr�esente C comme un objet libre engendr�e par C
0

rel-
ativement �a U si, pour tout objet D de C, pour toute �eche f de C

0

vers
U(D), il existe une et une seule �eche h : C ! D dans C telle que

U(h) � " = f:

(on a not�e U(h) pour FL(U)(h).)

C D

U(C)

C
0

U(D)
U(h)

8f
"

9!h

Exemple : Soient � une signature unisorte et X un ensemble, l'alg�ebre
T�[X] des termes du premier ordre sur � et �a variables dans X est engendr�ee
librement par X. Ici c'est la cat�egorie des ensembles qui joue le rôle de C

0

,
et la cat�egorie des �-alg�ebres le rôle de C.

On peut �egalement appliquer la d�e�nition pr�ec�edente avec C la cat�egorie
des cat�egories cart�esiennes ferm�ees �a limites projectives et inductives, et C

0

la cat�egorie des esquisses.
Une esquisse engendre librement une cat�egorie cart�esienne ferm�ee �a lim-

ites et U est un foncteur d'oubli qui permet de \voir" une cat�egorie comme
une esquisse.

C'est un th�eor�eme dû �a C. Ehresmann [8] :

Th�eor�eme 3.9.1 Toute esquisse engendre librement une cat�egorie cart�esi-
enne ferm�ee �a limites projectives et inductives, unique �a isomorphisme pr�es.

D�e�nition 3.9.2 La cat�egorie cart�esienne ferm�ee �a limites engendr�ee libre-
ment par une esquisse E = (G;P;I) est appel�ee cat�egorie-type de E.
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Pratiquement, on consid�ere le graphe G sous-jacent �a E, auquel on ajoute
toutes les compos�ees de �eches cons�ecutives dans G, les limites projectives et
inductives, les objets exponentiels, les �eches d'application et de curry�cation
ainsi que toutes les �eches de factorisation (cas inductif et projectif) des cônes
distingu�es dans E.

Les cônes distingu�es dans E deviennent ainsi des cônes limites dans la
cat�egorie-type de E.

Exemple : Une approche ultra-simpli��ee des entiers naturels
La cat�egorie type de l'esquisse E du 3.7 permet, en rajoutant seulement

les factorisations et de la composition pour ce qui nous int�eresse, d'atteindre
les termes k(e; f); k(f; k(e; f)); : : :

p1

p2

k � fact(e; f)

E0 E2

E1

k
e

f

fact(e; f)

fact(f; k � fact(e; f))

Ainsi un entier naturel peut être vu classiquement comme un �el�ement de
l'ensembleN dans un mod�ele de l'esquisse E, ou plus syntaxiquement comme
une �eche de E0 vers E1 dans l'esquisse E ou dans sa cat�egorie type.

Ce point de vue \syntaxique" est celui de toute la th�eorie des esquisses.



Chapitre 4

Une interpr�etation d'Aldor en

termes d'esquisses

Aldor �etant un langage typ�e de calcul formel, bas�e sur l'interpr�etation d'expressions,
on se retrouve dans un univers comprenant des classes : classe des types,
classe des fonctions, : : :, et plus g�en�eralement classe des expressions, entre
lesquelles on met en �evidence des liens, par les notions d'h�eritage ou de typage
par exemple.

Une des questions qui se posent est alors de savoir s'il est possible de
structurer l'\univers" que compose le langage Aldor, en utilisant la structure
essentielle de cat�egorie entre autres.

Pour cela, on va d�eterminer une esquisse associ�ee au langage Aldor. Ce
sera pour nous une esquisse \g�en�eralis�ee", au sens o�u on permet la construc-
tion d'objets exponentiels dans l'esquisse. Elle est destin�ee �a exprimer aussi
bien la syntaxe du langage que les propri�et�es qui lui sont associ�ees (sous-
typage, h�eritage, : : :).

On notera cette esquisseEAldor, et la cat�egorie cart�esienne ferm�ee �a limites
qu'elle engendre librement (cf 3.9) sera not�ee CAldor. On d�ecrit EAldor par
�etapes, en traduisant syst�ematiquement le fonctionnement d'Aldor en termes
d'esquisses.

L'objectif ultime est de retrouver le langage Aldor commemod�ele de cette
esquisse, en consid�erant en particulier des mod�eles ensemblistes pour lesquels
les objets de EAldor sont interpr�et�es respectivement en la classe des fonctions
d'Aldor, la classe des types d'Aldor, etc.

41
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4.1 Structure de cat�egorie

Proposition 4.1.1 EAldor contient une esquisse des cat�egories.

Pour esquisser Aldor en conservant notre point de vue qui est de d�ecrire au
moins le typage du langage, on va poser les premiers objets de cette esquisse
ainsi que les premi�eres �eches, en tout premier lieu l'objet des types d'Aldor,
que l'on note TYPE.

Une possibilit�e qu'o�re Aldor pour agir sur les types consiste �a utiliser
les fonctions.

Celles-ci permettent en e�et, �a partir d'un objet d'un certain type, de
d�eterminer un objet d'un type �eventuellement di��erent par application de
ladite fonction. On peut donc les caract�eriser par un type \source" et un
type \but", ce qui se repr�esente, en notant FONC l'objet des fonctions :

TYPE FONC

but

source

D�e�nition 4.1.1 Deux fonctions en Aldor sont composables d�es lors que la
source de l'une et le but de l'autre co��ncident :

si source(f) = t1, but(f) = t2, si source(g) = u1, but(g) = u2 et si u1 = t2,
alors la compos�ee compose(g; f), not�ee g f est une fonction de source t1 et
de but u2, ce que l'on peut repr�esenter graphiquement :

t1 t2

g f

u1 u2

f

g

Si l'on consid�ere les couples de fonctions composables, dont l'objet est
not�e FONCComp dans EAldor, on obtient le graphe �a composition suivant
sous-jacent �a EAldor :

TYPE FONC composesource

but

gauche

droite

FONCComp
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but � droite = source � gauche

o�u le cône projectif ci-dessous est distingu�e dans EAldor :

FONC FONC

FONCComp

TYPE

source but

gauche droite

La fonction obtenue par composabilit�e doit respecter les �equations suivantes,
inscrites dans EAldor :(

source � compose = source � droite
but � compose = but � gauche

La composition est associative, ce que l'on traduit en introduisant l'objet
FONCComp2 des triples de fonctions composables, sommet d'un cône pro-
jectif distingu�e de EAldor :

FONC

TYPE

but

FONCComp2

FONC

TYPE

FONC

source source but

gauche droite

milieu
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(
source � gauche = but � milieu
source � milieu = but � droite

plus un certain nombre de �eches et d'�equations pour exprimer les \projec-
tions" partielles et l'�egalit�e des compositions selon le parenth�esage.

Toutes ces propri�et�es font de EAldor en particulier une esquisse des cat�e-
gories. 1

4.2 Fonctions, items et types

4.2.1 Fonctions et items

Outre les fonctions, Aldor manipule des objets de base, domaines et cat�e-
gories, toutes donn�ees que l'on d�esigne sous le vocable \items".

Donc, si OBJ d�esigne l'objet des objets de base d'Aldor, DOM l'objet des
domaines et CAT l'objet des cat�egories d'Aldor,

ITEM

DOM

io

CAT

id
ic

OBJ

et ce cône inductif est distingu�e dans EAldor (donc cône limite inductive dans
CAldor).

On introduit maintenant l'objet des expressions d'Aldor :

EXPR

FONC

ei

ITEM

ef

1On ne fait pas �gurer dans le graphe sous-jacent �a EAldor les �eches identit�es ni la

�eche selid de l'esquisse des cat�egories.
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ce dernier cône faisant partie des cônes projectifs distingu�es dans EAldor.
Il existe une syst�ematique de traduction en Aldor , non automatique

cependant, d'un item vers une fonction :
l'item est x : T == E et la fonction ~x : () ! T == () : T+->E, la

propri�et�e de comparaison �etant ~x() = x.

FONC ITEM

if

source � if = ( ) � �ITEM

o�u ( ) est le \type vide". On utilisera ici ce type comme une donn�ee, il est en
fait produit par un constructeur de types, ce qui sera justi��e dans la section
�a suivre.

La �eche �ITEM est l'unique �eche de ITEM vers 1 (objet terminal dans
la cat�egorie CAldor).

4.2.2 Types et items

Les types d'Aldor ne pouvant être que des domaines ou des cat�egories, on
distingue dans EAldor un nouveau cône inductif :

DOM CAT

TYPE

td tc

Cette construction est dans CAldor un cône limite inductive et la propri�et�e
universelle de cette limite a pour cons�equence :

ITEM

DOM

id

td

ic

CAT

TYPE

it = cofact(id; ic)

tc
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(
it � tc = ic
it � td = id

Exemple : Etant donn�e Integer un domaine des entiers en Aldor, on peut
le consid�erer dans CAldor comme :

� e�ectivement un domaine, soit une �eche de 1 vers DOM :

1 DOM
Integer

C'est ce qu'il est naturellement.

� un type, soit une �eche de 1 vers TYPE, en le composant :

1 DOM
tdInteger

TYPE

� un item, soit une �eche de 1 vers ITEM :

1 DOM

it � td

Integer
ITEM

id

selon l'utilisation.

En particulier, si l'on d�esire typer un objet de base d'Aldor comme un
entier, on se servira de la �eche de codomaine TYPE, par exemple pour
r�ealiser la d�eclaration :

x : Integer == 2

Pour passer ce domaine en argument d'une fonction, on pourra voir
Integer comme une �eche de codomaine ITEM selon la d�eclaration de ty-
page qui aura �et�e inscrite dans l'�ecriture de la fonction appelante :

f : Type!Type == (x:Type):Type +-> E

On peut alors envisager d'appliquer la fonction f �a l'item Integer : f(Integer): : :.
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4.2.3 Typage

Le point de vue que l'on a adopt�e pour traduire Aldor, qui est un langage
typ�e, impose de faire �gurer dans EAldor la notion de typage des fonctions
par une �eche type de FONC verc TYPE :

TYPE FONC

type

source

but

ainsi que celle de typage des items :

TYPE FONC

type

source

but

type

ITEM

if

avec l'�equation additionnelle : but � if = type. 2

Exemples :

� type(x) = Integer

� type(f) = Type ! Type

Ce typage des items a pour utilit�e particuli�ere le typage des types : c'est
la �eche type � it, de source TYPE et de but TYPE, qui d�etermine le type
d'un type.

4.2.4 Satisfaction de types

On sait que toute fonction et tout item ont un type unique. A ce type unique,
on associe une famille de types constitu�ee de tous les types qui le satisfont.
Cette notion de satisfaction de types est �a int�egrer dans EAldor.

2On notera que type � if 6= type.
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La relation de satisfaction sur les types se traduit ici comme un pr�edicat
binaire, avec la propri�et�e de transitivit�e (cf chapitre 7). On introduit l'objet
SATISF, destin�e �a repr�esenter les couples de types dont le premier satisfait
le second.

Exemple : Le type Category satisfait le type Type.

Le pr�edicat binaire de la satisfaction de types se repr�esente dans cette
approche par une �eche satisf de source TY PE � TY PE et de but 1+1
(objet sommet d'un cône limite inductive dans CAldor) :

TYPE�TYPE 1+ 1

vraifaux

1

satisf

1

ce qui permet de sp�eci�er l'objet SATISF comme sommet d'un cône projectif
distingu�e de EAldor :

1+ 1

vrai

TYPE�TYPE1

satisf

SATISF

Une autre pr�esentation en sera faite en 5.6, avec quelques exemples moins
triviaux.
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4.3 Structure de cat�egorie �a composition faible

La notion de composition abord�ee en d�ebut de chapitre (cf d�ef 4.1.1) n'est
qu'une restriction de la composition en Aldor. Les fonctions sont en e�et
composables d�es lors que le but de l'une satisfait la source de l'autre. Le cas
o�u ces deux types sont identiques n'est donc qu'une situation bien particuli�ere
pour la composition en Aldor.

L'objet des couples composables faiblement FONCCOMP de EAldor est
donc sommet d'un cône projectif distingu�e, mais la base de ce cône n'est plus
seulement celle qui avait �et�e d�ecrite pr�ec�edemment pour FONCComp :

FONCCOMP

1 FONC�FONC

source

FONC FONC

TYPE TYPE

1+ 1 satisf

fact(but; source)

TYPE�TYPE

vrai

q

p1 p2

but

Cette transformation s'applique de même �a l'objet FONCCOMP2 pour
lequel on \recopie" en deux exemplaires le cône projectif distingu�e pr�ec�edent.

On conserve une �eche de composition comp de FONCCOMP vers FONC
associ�ee �a quelques �equations assurant la coh�erence de cette composition :
�etant donn�ees deux fonctions f et g composables faiblement, de compos�ee
g � f , on doit s'assurer que la source de g � f est la source de f et le but
de g � f est le but de g.
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Ceci peut s'exprimer plus simplement sans variables :

(
source � comp = source � p2 � q

but � comp = but � p1 � q

En parall�ele �a la composition de fonctions, on se doit de traduire �egale-
ment l'application d'une fonction �a un item .

On introduit pour cela le nouvel objet de EAldor FONCITEMCOMP

comme sommet d'un cône projectif distingu�e dans EAldor :

1

FONC

TYPE

source

TYPE

1+ 1 satisf

TYPE�TYPE

vrai

FONCITEMCOMP

FONC�ITEM

�2 �1

ITEM

type

p2

p1

FONCITEMCOMP est en outre sommet d'un cône projectif distingu�e de
même indexation que celui d�e�nissant FONCCOMP, on dispose donc d'une
�eche de factorisation que l'on notera icf , de FONCITEMCOMP vers FON-
CCOMP.

L'application d'une fonction �a un item est ainsi traduite par la �eche
comp � icf , qui retourne donc une fonction de source ().

Plus pr�ecis�ement, on utilise une �eche itemcomp pour traduire le r�esul-
tat de l'application d'une fonction �a un item, la nature du r�esultat �etant
d�etermin�ee par l'analyse du corps de la fonction (cf. 7.2), et son type devant
�evidemment satisfaire le type-sortie de la fonction utilis�ee :
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1

FONC

TYPE

1 + 1 satisf

q

TYPE�TYPE

vrai

FONCITEMCOMP

FONC�ITEM

�2

ITEM

p1

EXPR

TYPE

�1
but

itemcomp

type

satisf � fact(type � itemcomp; but � p1 � q) = vrai � �FONCITEMCOMP

Appliquer une fonction �a un item est �equivalent �a composer ladite fonction
avec ledit item transform�e en fonction, puis �a appliquer la fonction obtenue
�a l'item ( ) :

itemcomp

= itemcomp � fact(id1 � �FONCITEMCOMP ; fact(comp � i
c
f ; it � () � �FONCITEMCOMP ))

Si f : A! B est la fonction et x : C l'item, avec C satisfaisant A, l'item
transform�e en fonction est y : ()! C, avec y() = x, et on exprime par cette
�equation que :

(fy)() = f(x)

Remarque : EXPR �etant sommet d'un cône inductif distingu�e de EAldor,
on va utiliser quatre �eches toutes d�enot�ees itemcomp, et la notion de nature
en �n de document justi�era ce choix.
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itemcompFONCITEMCOMP

FONC OBJ DOM CAT

EXPR

itemcomp

L'esquisse EAldor ainsi obtenue, et plus particuli�erement la sous-esquisse
traduisant l'aspect fonctionnel du langage, est une esquisse des cat�egories �a
composition faible. La partie de EAldor s'articulant autour exprime l'aspect
typ�e de ce langage.

Une sp�eci�cation plus d�etaill�ee de ce que sont les �eches de typage et la
mani�ere dont on peut les d�e�nir en fonction de �eches plus \�el�ementaires"
seront envisageables �a l'issue de ce chapitre, notamment en ce qui concerne
le typage des cat�egories, des objets de base et des fonctions (voir chapitre 6).

4.4 Structure de cat�egorie cart�esienne

Cette section trouve son utilit�e dans le traitement des conversions automa-
tiques (6.4.3) avec les fonctions pr�ed�e�nies Tuple, Cross, (: : : ; : : :), rela-
tives aux uplets et aux produits de types.

Tous les ingr�edients pr�esent�es ici seraient n�ecessaires pour qui voudrait
expliquer compl�etement dans EAldor les r�egles de conversion automatique.

Proposition 4.4.1 EAldor contient une esquisse des cat�egories cart�esiennes.

4.4.1 Uplets de types

L'enrichissement de la structure de cat�egorie �a composition faible par l'ajout
des produits n�ecessite au pr�ealable de se donner les n-uplets de types (n 2 N).
Les objets correspondants dans EAldor sont not�es TY PEn.

Les objets TY PEn sont des sommets de cônes projectifs distingu�es ayant
pour arêtes n �eches �i; 1 � i � n; de projection de TY PEn vers TYPE. 3

3On devrait en toute rigueur y faire �egalement �gurer n �eches de TY PEn vers FONC,

chacune d'entre elles s�electionnant une identit�e, mais ces �eches ne sont pas r�eellement

n�ecessaires �a notre propos.
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Dans CAldor, on a de même les sommets TY PE � � � ��TY PE des cônes
produits de n exemplaires de TYPE, isomorphes aux objets TY PEn par unic-
it�e de la limite projective. Plus particuli�erement, TY PE1 = TYPE et l'on
notera ici TY PE0 pour 1, parmi ceux que l'on utilisera le plus fr�equemment
;on note idT l'unique projection de TY PE1 vers TYPE.

TY PE0 TY PE1 TY PE2

but

TYPE FONC

idT
�1

�2

source

4.4.2 Produits de deux types

On introduit l'objet PRODTYPE dans EAldor pour repr�esenter les produits
de deux types, ou plus exactement les cônes produits de deux types.

PRODTYPE est sommet d'un cône projectif distingu�e dans EAldor :

TYPE FONC

�0

source

but

PRODTYPE

�1
�2

�1
�2

(
source � �1 = �0
source � �2 = �0

Le constructeur de produits est symbolis�e par la �eche prod de TY PE2

vers PRODTYPE :

TY PE2 PRODTYPE

TYPE

but

FONC

�1 �2

prod

source
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D'un produit de deux types, on dispose des composantes de ce produit
ainsi que de ce produit consid�er�e comme un type simple, grâce aux trois
projections :

TY PE2 PRODTYPE

TYPE

�2

FONC

�1 �2

prod

source

but

�0

�1

(
�1 � prod = �1
�2 � prod = �2

Exemple Dans CAldor, on a la situation suivante :

TY PE2 PRODTYPE

TYPE FONC

ic�BasicType

�1 �2

prod

source

but

�0

�1

�2

1 CAT
Group

BasicType

ic
ic�Group

�0 � prod � fact(ic � Group; ic � BasicType) est une �eche de 1 vers
TYPE, c'est cette �eche qui \repr�esente" le type not�e (Group, BasicType)

en Aldor, produit des deux types Group et BasicType
Il est donc utilisable dans tout contexte de d�eclaration de type, par ex-

emple :

x : (Group, BasicType) :=: : : 4

4La d�e�nition de constantes n'ob�eit pas aux mêmes r�egles et leur utilisation est beau-

coup plus probl�ematique.
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Il est toujours possible, �a l'aide de \keyword arguments", de r�ecup�erer en
Aldor les deux composantes d'un produit de types :

(x : Group, y : BasicType) := (Float, Integer)

L'appel de x (respectivement y) permet d'obtenir le type Float (respec-
tivement Integer), tout comme la �eche �1 (respectivement �2) de EAldor.

Au produit est associ�ee une factorisation (cf. chapitre 3) exprim�ee par
une �eche factorise de PRODTYPE vers FONC. On ne d�etaille pas ici la
propri�et�e de factorisation ni les �equations qui la traduisent dans EAldor dans
le cas du produit de deux types.

4.4.3 Produit de \rien"

Le cas du produit de \rien" n�ecessite un traitement particulier. C'est en
e�et un objet et non un cône non trivial, et cet objet est terminal dans toute
cat�egorie cart�esienne.

On fait donc �gurer dans EAldor une �eche term de construction du pro-
duit de rien par s�election d'un type, ainsi qu'une �eche lambda qui exprime
que de tout type A part une �eche ou plutôt une fonction �A vers le type
vide qui est terminal.

On a de même une �eche nul qui envoie un type sur une con�guration
\type vide".

TY PE2 PRODTYPE

TYPE FONC

idF
�1 �2

prod

source

but

FONC1TY PE0 TY PE1

term

nul

lambda

idT

On doit sp�eci�er l'action de la �eche lambda par des �equations suppl�e-
mentaires : (

source � idF � lambda = idT
but � idF � lambda = idT � term � nul
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En toute rigueur, on devrait sp�eci�er �egalement que la fonction s�electionn�ee
par lambda est unique, ce qui n�ecessite quelques �eches et �equations de plus
(cf ).

On est maintenant en mesure de justi�er l'utilisation que l'on faisait du
type \vide" dans la d�e�nition des items au d�ebut de ce chapitre. La �eche

( ) : 1!TYPE utilis�ee, qui est en fait la compos�ee :1
( )
! DOM

td!TYPE, o�u
le domaine () est une donn�ee de base d'Aldor, est en fait �egale �a idT � term,
autrement dit la s�election du type produit de rien.

4.5 Structure de cat�egorie cart�esienne ferm�ee

Cette section sera moins d�etaill�ee que la pr�ec�edente puisqu'il n'existe pas
en Aldor de formes pr�ed�e�nies relatives �a la curry�cation de fonctions, mais
uniquement une forme syntaxique appropri�ee pour faciliter l'usage des fonc-
tions curry��ees.

Proposition 4.5.1 EAldor contient une esquisse des cat�egories cart�esiennes
ferm�ees.

4.5.1 Exponentielle

Disposant de deux types A et B en Aldor, on peut former le type A ! B
par application de la fonction \!", laquelle retourne un domaine Aldor qui
est un type de fonctions.

On exprime cette propri�et�e dans EAldor par l'ajout d'un constructeur
mapping :

TY PE0 TY PE1

mapping
TY PE2

(A;B)

o�u la �eche mapping � (A;B) d�esigne l'objet \exponentielle de A et de
B" au sens des cat�egories cart�esiennes ferm�ees.

On identi�e ensuite cet objet exponentiel au type produit par \!" :
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idT �mapping

= td � itemcomp � fact(id1 � �ITEM ; fact(! ��ITEM ; idITEM)) � it � �0 � prod

avec :

TY PE0 TY PE1 TY PE2

TYPE FONC

prod

ITEM

idT

it
!

mapping
PRODTYPE

�0

FONCITEMCOMP

DOM

td
itemcomp

4.5.2 Curry�cation

La possibilit�e qu'o�re Aldor de curry�er toute fonction se traduit l�a aussi
par la pr�esence d'un constructeur de fonctions curry dans EAldor :

TYPE FONC

curry

source

but

FONC1

idF

(
source � curry = : : :

but � curry = : : :
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4.5.3 Application

L'aspect fonctionnel du langage Aldor s'exprime au niveau du type des fonc-
tions, puisqu'�a chaque objet exponentiel, qui est un type, on associe une
fonction d'application. Cette fonction d'application, produite par un con-
structeur not�e app dans EAldor, doit en outre v�eri�er une �equation de com-
patibilit�e avec la composition induite de EAldor :

TY PE2 PRODTYPE

TYPE FONC

Mapping

�1 �2

prod

source

but

FONC1TY PE0 TY PE1

term

nul

idT
idF

lambda
curry

app

On indique la relation entre application de fonction et existence d'une
fonction d'application grâce �a une �equation suppl�ementaire, traduction au
niveau esquisse de la propri�et�e derni�ere du 3.8.2 :

comp � fact(f1; f2) = �F

avec les objets et �eches suivants (FBIN d�esigne l'objet des fonctions d'arit�e
2) :

TYPE TYPE TYPE FONC

source

FBIN

�1
�2

�3
�F

TYPE

but
idTY PE

TY PE2

PRODTYPE TYPE
�0

prod

�12 = fact(�1; �2); �23 = fact(�2; �3); fp1 = �1 � prod � �12; fp2 = �2 �
prod � �12

f1 = app � �23
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f2 = factorise�fact(prod�fact(mapping��23; �2); fact(comp�fact(curry��F ; fp1); fp2))



Chapitre 5

Typage d'une expression par

d�eclaration

5.1 Rappels et hypoth�eses

On rappelle la structure essentielle du chapitre pr�ec�edent :

TYPE FONC

ITEM

source

type

but

if

id

OBJ

io ic

DOM CAT

td tc

TYPE

type

De même que l'on a une �eche type de FONC vers TYPE, il y a �egalement
une �eche type de ITEM vers TYPE, ce qui permet ainsi de d�e�nir le type
de toute expression Aldor.

Le type d'une expression donn�ee n'est �evidemment pas quelconque et
la nature de l'expression d�etermine quels sont les cat�egories ou domaines
utilisables pour typer cette expression. On di��erencie donc les types non

60
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plus seulement en cat�egories et domaines, qui est une di��erence de nature,
mais �egalement en fonction de leur utilit�e, autrement dit en fonction des
expressions dont ils peuvent être types.

On �etudie dans ce chapitre la fa�con dont on d�etermine le type d'une
expression identi��ee, en supposant qu'une identi�cation va de pair avec une
d�eclaration de type.

On donne en toute �n les premiers cas de satisfaction de types, ceux ne
concernant que les expressions identi��ees et typ�ees par d�eclaration.

5.1.1 Types de premi�ere esp�ece

Toute fonction et tout objet de base se typent par un domaine, lequel domaine
ne peut être ni Type ni Category(2.6). 1

On parle alors de types de premi�ere esp�ece.
Le type d'une fonction est toujours un domaine de la forme A ! B,

notons DOMF l'objet correspondant dans EAldor aux types des fonctions.
Le type d'un objet de base est un domaine qui n'est ni Type, ni Category,

ni un type de fonction ; notons DOMO l'objet correspondant dans EAldor.
On note DOM1 l'objet des domaines qui sont distincts de Type, de

Category et de tous les types qui sont satisfaits par Type et Category. Ainsi :

FONC OBJ

type

DOMO

type

DOMF

Les objets DOM1, DOMO et DOMF sont �evidemment construits �a partir
de DOM, construction que l'on ne mentionne pas ici pour ne pas parasiter
notre propos. On conserve juste une �eche i1 :DOM1!DOM.

Bien souvent, les �eches type seront compos�ees avec les �eches d'injection
de DOM1, DOMO, DOMF vers DOM puis vers TYPE, mais on gardera les
mêmes noms de �eches pour faciliter la compr�ehension.

1Ni même Cross(Type), Tuple(Type), Cross(Category), Tuple(Category), et

plus g�en�eralement les types qui sont satisfaits par Type et Category.
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5.1.2 Types de deuxi�eme esp�ece

Tous les domaines, y compris Type et Category, sont typables par les types
dits de deuxi�eme esp�ece que constituent les cat�egories et le domaine Type.
On notera CAT1 l'objet de ces types de deuxi�eme esp�ece.

CAT1

DOM1

type

DOM
i1

type

type � i1 = type

L�a encore CAT1 se d�etermine �a partir de CAT, construction dont on
ne garde comme trace que la �eche i1 : CAT!CAT1, avec l'intention de
repr�esenter par CAT1 toutes les cat�egories ainsi que Type.

Les cat�egories sont elles-mêmes typables, par une cat�egorie ou par le
domaine Category ou par le domaine Type.

Notons CAT2 l'objet qui a vocation, dans une interpr�etation ensembliste,
�a repr�esenter l'ensemble des cat�egories et les domaines Category et Type. On
peut bien entendu esquisser dans EAldor cette sp�eci�cation de CAT2.

type

CAT1

type

CAT2

CAT

i2

i1

type � i1 = type

On a �egalementCAT1 qui s'envoie dans CAT2 par ic12 : CAT1! CAT2.
On utilise les types Type et Category comme de vrais domaines ou comme
des types de domaines et de cat�egories, auquel cas on consid�ere alors les
�eches :
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CAT2

CAT1

DOM1

DOM

ic12� Type

1

TYPE

Type

Category

i1 td
Type

Category

type

type

t1c � i
0

1

t1c � i
0

2

(
td � Type = t1c � i

0

1 � Type
td � Category = t1c � i

0

2 � Category

Les �eches Type et Category utilis�ees dans cette section le seront aux
compositions avec les injections pr�es.

5.1.3 Pr�esentations de TYPE

L'objet TYPE est donc pr�esentable de deux mani�eres :

TYPE

CAT DOM

CAT2 DOM1

tc td

t1c t1d

5.1.4 Nature d'une expression

Une expression Aldor ne peut être que de nature :

1. fonction

2. objet de base

3. domaine
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4. cat�egorie

et ceci de mani�ere exclusive.
On fait donc �gurer dans EAldor un nouvel objet NAT ainsi qu'une nou-

velle �eche nature :
EXPR

nature
�! NAT

L'objet NAT se pr�esente comme sommet d'un cône inductif distingu�e dans
EAldor et un certain nombre d'�equations donnent la valeur de la compos�ee
avec nature pour des �eches de codomaine EXPR. On ne d�etaille pas ces
�el�ements ici puisque seules des commutativit�es de diagrammes comportant
l'objet NAT nous int�eresseront par la suite.

5.1.5 Expressions identi��ees

Parmi les expressions, on distinguera celles qui sont identi��ees et typ�ees
par d�eclaration des expressions anonymes, d'o�u l'ajout d'un cône inductif
distingu�e dans EAldor :

EXPR

EXPRAEXPRD

Les expressions identi��ees et typ�ees doivent être valides pour la d�eclara-
tion, validit�e assur�ee par les cônes distingu�es suivants dans EAldor, pour ce
qui concerne uniquement la v�eri�cation d'une satisfaction de types :

EXPRD

EXPRD4EXPRD1 EXPRD2 EXPRD3
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ID TYPE

TYPE

1+ 1

TYPE

EXPRD1

TYPE�TYPE
�1�2

satisf

idTY PE type

nom
decl

corps

1 �:::

vrai

FONC

ID TYPE

TYPE

1+ 1

TYPE

OBJ

TYPE�TYPE
�1�2

satisf

idTY PE type

nom
decl

corps

1 �:::

vrai

EXPRD2
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ID TYPE

TYPE

1+ 1

TYPE

DOM

TYPE�TYPE
�1�2

satisf

idTY PE type

nom
decl

corps

1 �:::

vrai

EXPRD3

ID

TYPE

1+ 1

TYPE

CAT2

TYPE�TYPE
�1�2

satisf

type

nom
decl

corps

1 �:::

vrai

EXPRD4

CAT

vrai � �TY PE�TY PE = satisf

L'objet ID d�esigne la sorte des identi�cateurs d'Aldor, autrement dit
toutes les châ�nes de carat�eres �a l'exception des quelques mots r�eserv�es du
langage.

Hypoth�ese principale : On ne s'int�eresse pour le moment qu'�a la partie
des expressions qui sont identi��ees et typ�ees par d�eclaration. Le cas des
expressions anonymes fait l'objet du chapitre 6.
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Tout type d�eclar�e pour un item est une expression valide ; tout type
d�eclar�e pour une fonction est l'application de la fonction ! �a deux items qui
sont des types.

On ne cherchera donc �a sp�eci�er que la �eche type de EXPRD vers TYPE,
via les �eches type de ITEM (respectivementFONC) versTYPE, elles-mêmes
compos�ees des �eches type de domaine ou codomaine OBJ, DOM1, CAT1,

CAT2, : : :

5.2 Type d'un item

Exemple 1 : x : Integer == 1 + 1

Cette instruction d�e�nit une expression identi��ee et typ�ee, o�u l'identi�cateur
est x, le type d�eclar�e le domaine Integer et le corps une application de fonc-
tion.

L'item ainsi d�e�ni est même un objet de base puisque son type d�eclar�e
n'est un type ni de domaine ni de cat�egorie. Sa nature se d�etermine en
�etudiant l'application de fonction qui le d�e�nit (cf 7.3).

Cette expression se traduit dans EAldor par :

ID TYPE

EXPRD

1 TYPE

td � i1 � Integer

1 + 1

EXPR

TYPE

TYPE�TYPE

�1�2

satisf

vrai

idTY PE type

nom
decl

corps

1

x

\1 + 1"

fact(x; : : :)

�:::

type � fact(x; td � i1 � Integer; \1 + 1") = td � i1 � Integer

o�u Integer : 1!DOM1.
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Exemple 2 : d : BasicType == Integer addff(x : %) : % == x ; g
Cette d�e�nition de constante est celle d'un item d'identi�cateur d, de type

d�eclar�e la cat�egorie BasicType, et l'analyse seule du corps permet de d�eduire
la nature de l'item, �a savoir un domaine. Pareillement, type � fact(d; t1c �
i
0

1 �BasicType; : : :) = t1c � i
0

1 � BasicType, o�u BasicType : 1!CAT1.

Exemple 3 : c : Category == Group withfg : %! % ; g
Le domaine Category est le type d�eclar�e de cette expression qui est une

cat�egorie selon l'analyse du corps de l'expression :

type � fact(c; t1c � i
0

2 � Category; : : :) = t1c � i
0

2 � Category

Conclusion : Le type d'un item, lorsqu'il s'agit d'une expression identi��ee
et typ�ee par d�eclaration, est exactement le type d�eclar�e.

5.3 Type d'une fonction

Sous les hypoth�eses fortement simpli�catrices de ce d�ebut de chapitre, une
fonction identi��ee et typ�ee par d�eclaration est �egalement une �eche de 1 vers
EXPRD dans EAldor.

Exemple : f : Integer!Integer == (x: Integer ): Integer +->

x+ 1
L'identi�cateur de l'expression ainsi �ecrite en Aldor est f, le type d�eclar�e

est le domaine Integer!Integer. Il est obtenu par application de la fonc-
tion ! au produit des domaines Integer et Integer : 2

1

FONC

DOM TYPE TY PE2

�1
PRODTYPE TYPE ITEM

Integer

td prod �0 it�2

!

2L'application de ! retourne un domaine.
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Notons (Integer, Integer) la �eche :

it � �0 � prod � fact(td � Integer; td � Integer)

Si l'on voulait composer cette �eche avec la �eche type de domaine ITEM
et de codomaine TYPE, puis comparer le type obtenu avec celui d�esign�e par
la �eche source� !, la relation de satisfaction serait v�eri��ee, ce que l'on ne
peut �etablir pour l'instant puisque la relation de satisfaction sur les couples
de types n'a pas encore �et�e sp�eci��ee.

Ainsi :

1 FONCITEMCOMP
fac(id1; fact(!; (Integer; Integer)))

i1itemcomp
DOM1 DOM

Le type de l'expression est alors donn�e par :

type � fact(f; td � i1 � itemcomp � fact(id1; fact(!; (Integer; Integer))); : : :)

= td � i1 � itemcomp � fact(id1; fact(!; (Integer; Integer)))

C'est l�a aussi le type d�eclar�e pour la fonction.

5.4 Type d'une expression

A la lumi�ere des deux paragraphes pr�ec�edents, le type d'une expression iden-
ti��ee et typ�ee par d�eclaration est d�e�ni comme �etant le type d�eclar�e.

D�e�nition 5.4.1 type = decl

5.5 Type et pro�l d'une fonction

Le type d�eclar�e d'une fonction �etant toujours de la forme A! B en Aldor,
on parle alors de pro�l de la fonction, puisque A et B, respectivement le type
source et le type but de la fonction, d�eterminent compl�etement ce type.

En outre, le type produit par l'application de ! pouvant être compar�e �a
un type exponentiel, on obtient donc la proposition suivante :
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Proposition 5.5.1 Consid�erons la �eche type : FONC ! TY PE, on a la
relation

type = mapping � profil

o�u profil est la �eche fact(source; but).

On d�emontre cette proposition en utilisant le r�esultat du chapitre pr�ec�e-
dent liant l'application de ! au constructeur mapping ( 4.5.1) :

type

= td � itemcomp � fact(id1 � �ITEM ; fact(! ��ITEM ; idITEM))

�it � �0 � prod � fact(source; but)

= mapping � profil

5.6 Relation de satisfaction

On s'int�eresse de nouveau �a l'objet SATISF deEAldor en donnant une nouvelle
fa�con de r�ealiser une �eche de codomaine SATISF. Le principe est analogue
�a celui donn�e dans le chapitre pr�ec�edent, �a savoir sp�eci�er SATISF comme
sommet d'un cône distingu�e dans EAldor.

L'objet SATISF est pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent (4.2.4) comme
sommet d'un cône projectif distingu�e.

La relation de satisfaction sur les couples de types pouvant être d�e�nie
par ailleurs par dix r�egles exclusives, on pr�esente �egalement l'objet SATISF
comme sommet d'un cône inductif distingu�e dans EAldor cette fois, �a base
�nie discr�ete :

SATISF

R0 R9

regle0

: : :

regle9

Pour 0 � i � 9, chaque objet Ri est lui-même sommet d'un cône projectif
distingu�e, de base un graphe �ni :
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� � � YX

Ri

o�u les objets X et Y peuvent s'envoyer sur TYPE par composition de �eches
dans EAldor, ils sont donc �a prendre parmi les objets TYPE, DOM, CAT,

DOM1, et coetera.
Dans CAldor, ces cônes distingu�es deviennent des cônes limites et l'on

dispose alors des �eches de factorisation et de cofactorisation vers les produits
et les sommes :

TYPE

fact

TYPE� � �

Ri TYPE�TYPE

Ainsi :

SATISF TYPE�TYPE

regle9
fact

fact

cofact(fact : : :)

R0

regle0

R9

R�egle 0 Tout type domaine T satisfait T.



5.6. Relation de satisfaction 72

R0

DOM

DOM DOM

idDOMidDOM

R�egle 1 Le domaine Exit satisfait tout type T de premi�ere esp�ece.

(Exit est un domaine pr�ed�e�ni d'Aldor, d'int�erêt limit�e pour ce qui nous
int�eresse)

1

Exit

R1

�

�2�1

DOM1

DOM1DOM1

DOM1�DOM1

Exit � �DOM1�DOM1 = �1

R�egle 2 Tout type de cat�egorie satisfait le type Category.

(Pour m�emoire, on a donc T satisfait Category s'il est \dans" CAT2)
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1

Category �

R2

�2

CAT2

CAT2 CAT2�CAT2

CAT2

�1

Category � �CAT2�CAT2 = �2

R�egle 3 Tout type T de domaine ou de cat�egorie satisfait le domaine Type.

1

�1ic12 �2

�

R3

CAT1

Type

CAT2 CAT2

CAT2� CAT2

Type � �CAT2�CAT2 = �2

R�egle 4 Tout sous-type d'un type T satisfait T.

Initialement, dans Axiom,, un sous-type, relativement �a un domaine de
base �x�e, est un type dont les constantes, variables ou expressions satisfont
une propri�et�e particuli�ere. Ceci s'�ecrivait �egalement :
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si T1 et T2 sont deux sous-types ,relativement �a un domaine de base D,
et si tous les objets de type T1 peuvent être d�eclar�es �egalement de type T2,
alors T1 est un sous-type de T2 et on note T1 v T2.

D�e�nissons maintenant une notion de sous-type en Aldor.
On d�e�nit la relation v entre cat�egories identi��ees par :
Pour deux cat�egories identi��ees C1 et C2, C1 satisfait C2 si et seulement

si C1 est construite explicitement (ie nomm�ement) �a partir de C2.
Exemple :

C2 : Category == with f
f : % ! Integer ;

+ : (%,%)! % ;

n : Boolean ;

g

C1 : Category == C2 with f
g : (%,%)! Boolean ;

g

La cat�egorie C1 est construite �a partie de C2 et donc C1 v C2.

Transcription dans EAldor : Une cat�egorie en Aldor est soit identi��ee
soit anonyme, notons CATi l'objet des cat�egories identi��ees et CATa l'objet
des cat�egories anonymes, objets de la base d'un cône inductif distingu�e dans
EAldor :

CATi CATa

CAT

On se restreint dans ce chapitre �a CATi, les cas relatifs �a CATa seront
�etudi�es en 6.4.1.
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On a besoin d'exhiber la s�equence d'exports d'une cat�egorie, notons SEQ
l'objet correspondant dans EAldor. Dans une telle s�equence apparaissent des
d�eclarations

f : % ! Integer

et des identi�cateurs de cat�egories
C2.

On pr�esente donc SEQ comme sommet d'un cône projectif distingu�e dans
EAldor :

DECLSEQ

SEQ

CATSEQ

Le pr�edicat associ�e �a la relation d'appartenance d'une cat�egorie identi��ee
�a la s�equence d'\exports" d'une autre se repr�esente par une �eche 2 de CAT�
SEQ vers 1+ 1 : C2 appartient �a la s�equence d'exports de C1.

On est ainsi en mesure de sp�eci�er R4, objet des couples de cat�egories
identi��ees dont la premi�ere est dans la s�equence d'\exports" de la seconde:

CAT�SEQ

SEQ�1
�2

R4

exporte

1

1+ 1

�

vrai 2

CATi CATi

q1 q2

vrai � �CAT�SEQ = 2

et ce cône de sommet R4 est un cône projectif distingu�e dans EAldor.

La description de la r�egle 4 pour les cat�egories anonymes se fera en 6.4.1.



Chapitre 6

Construction et type inf�er�e

d'une expression

6.1 Hypoth�eses principales

On rappelle que toute expression est soit anonyme soit identi��ee et typ�ee par
d�eclaration, et que toute expression a un type.

La �eche type de domaine EXPR se d�etermine �a partir des �eches de
typage des expressions d�eclar�ees et des expressions anonymes. On se trouve
donc dans la con�guration suivante :

EXPR

EXPRD
type = cofact(type; type)

EXPRA

TYPE

type type

Cette description du typage n'est malheureusement pas \constructive" au
sens o�u l'on n'a pas encore vu de quelle fa�con se construisent pr�ecis�ement les
expressions et leurs types. C'est ce qui fait l'objet de ce chapitre avec tout
d'abord l'introduction de la notion de type inf�er�e.
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Toute expression, qu'elle soit identi��ee et typ�ee par d�eclaration ou anonyme,
a un type inf�er�e :

EXPR

EXPRD
typeinf = cofact(typeinf; typeinf)

EXPRA

TYPE

typeinf typeinf

Ainsi :

EXPRD TYPE

typeinf

typetype
TYPE

typeinf

EXPRA

On a vu en 5.4 que pour une expression identi��ee et typ�ee par d�eclaration,
le type est le type d�eclar�e : type = decl.

La condition de validit�e pour une expression identi��ee et typ�ee par d�ec-
laration est : \le type inf�er�e satisfait le type d�eclar�e"

On d�e�nit le type inf�er�e dans ce cas tout simple par :

typeinf = type � corps

Le type inf�er�e est le type de l'expression qui d�e�nit l'expression identi��ee.

Pour une expression anonyme, on a :

typeinf = type

On va dans ce chapitre sp�eci�er plus g�en�eralement la �eche typeinf de
EXPR vers TYPE. On le fera au cas par cas en �etudiant les �eches typeinf
de FONC vers DOM1, OBJ vers DOM1, DOM vers CAT1, CAT vers CAT2.

On commencera par distinguer les deux pr�esentations possibles d'une ex-
pression, sous forme applicative ou sous forme primitive. Cette derni�ere
pr�esentation nous donnera l'occasion d'introduire un certain nombre de con-
structeurs primitifs d'expressions Aldor, donc de donner ainsi la fa�con de
d�e�nir initialement des termes Aldor.

Dans la derni�ere partie, on traitera les cas restants de satisfaction de
types, ceux faisant intervenir des expressions anonymes.
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6.2 Expression sous forme applicative

La forme applicative d'une expression correspond en Aldor �a une expression
de la forme f(x) o�u f est une fonction et x une fonction ou un item.

Cette expression peut s'utiliser comme corps d'une expression identi��ee
et typ�ee par d�eclaration ou comme expression anonyme. On la note E par
commodit�e et on cherche �a d�eterminer le type inf�er�e de E.

E correspond dans EAldor �a une �eche de 1 vers EXPR qui se d�ecompose
en une compos�ee de �eches.

6.2.1 Compos�ee de fonctions

Si f et x sont des fonctions alors elles sont composables faiblement et :

1 FONC FONCCOMP FONC

fact(id1; fact(f; x))
TYPE

TY PE2

mapping
profil

but

source

type

typeinf

compf
x

E

Le type inf�er�e de la compos�ee de fonctions est le type de la fonction
compos�ee. Les r�esultats des chapitres pr�ec�edents avaient permis d'�etablir les
relations type = mapping � profil ainsi que de d�eterminer source et but de
la fonction compos�ee.

On obtient par cons�equent :

typeinf � comp = mapping � fact(source � p2 � q; but � p1 � q):

6.2.2 Application d'une fonction �a un item

Dans ce cas pr�ecis, x est un item et d�esigne donc un objet de base, un domaine
ou une cat�egorie :
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1

ITEM

FONCITEMCOMPFONC EXPR

1

TYPE

x
f

id1

E

itemcomp typeinf

but

typeinf � itemcomp = but � p1 � p2

Remarque importante : Un cas probl�ematique est celui d'une fonction
dont le type-but est Type, ou un type que satisfait Type, ou une cat�egorie
quelconque. A priori, on ne sait pas dans ce cas si l'expression retourn�ee
est un domaine ou une cat�egorie. Ceci ne peut se produire avec la fa�con
dont nous d�e�nissons l'application de fonction en y introduisant la notion de
nature (voir 7.3 pour v�eri�cation).

6.3 Expression sous forme primitive

Aldor dispose de primitives pour construire les fonctions, domaines et cat�e-
gories : respectivement +->, add et with. On introduit ces primitives
comme des constructeurs, repr�esent�es chacun dans EAldor par une �eche de
codomaine FONC, DOM et CAT respectivement, et de domaine ad�equat.

Les paragraphes suivants d�etaillent ces constructions et le typage associ�e.

6.3.1 Type inf�er�e d'une fonction

On consid�ere une fonction que l'on d�esigne par f , de d�e�nition :

(x : A):B +-> E

o�u A et B sont des types Aldor.
Alors le type inf�er�e de f est le domaine A ! B.
Traduisons cette propri�et�e dans EAldor.
On d�etermine tout d'abord le nouvel objet FONCPRIM domaine de la

�eche +-> de codomaine FONC.
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FONCPRIM FONC
+->

L'objet FONCPRIM est sommet d'un cône projectif distingu�e dans EAldor :

TYPE

FONCPRIM

TYPE

: : : : : : : : :

q1
q2

q3

DEF

On reviendra sur cet objetDEF dans le chapitre suivant qui d�etaille l'application
de fonction (voir 7.3).

Pour d�e�nir le type inf�er�e d'une fonction, on impose la commutativit�e au
diagramme suivant :

FONCPRIM FONC

TY PE2

PRODTYPE

DOMF

TYPE

ITEM

FONC

FONC�ITEM

FONCITEMCOMP

1

+-> typeinf

itemcomp

it

�0

prod

fact(q1; q2)
�

!
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typeinf � +-> = itemcomp � fact(�FONCPRIM ; it � �0 � prod � fact(q1; q2)))

6.3.2 Type inf�er�e d'une cat�egorie

Une forme primitive de cat�egorie se construit avec with,

Exemple : withf BasicType ; n : Integer ; loi : (%;%)! %g
�a partir d'une s�equence de cat�egories et de d�eclarations de fonctions,

d'objets de base ou de types.
Dans EAldor, with est une �eche de SEQ vers CAT :

SEQ CAT
with

typeinf � with = tc � with

Remarque : Sur l'objet CATa des cat�egories anonymes, en se restreignant
aux formes primitives, on a typeinf = type et ce diagramme commute :

CATa TYPE
type

CATCATa

idCATa tc

typeinf

6.3.3 Type inf�er�e d'un domaine

Une forme primitive de domaine se construit avec add,

Exemple : HalfInteger addf id(x : %) : % == x g
�a partir d'un domaine \parent", ici HalfInteger et d'une s�equence de

d�e�nitions de constantes (fonctions, objets de base ou types).
Dans l'exemple cit�e, le type inf�er�e du domaine est la cat�egorie :

Join(withfcoerce : %!(HInt$Machine) ;

coerce : (HInt$Machine) ! % g,
Join(Logic, OrderedFinite, OrderedRing))

with fid : %! %g
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On explicite la construction d'une forme primitive de domaine :

DOMPRIM DOM
add

en distinguant dans EAldor le cône projectif suivant :

DOM

DOMPRIM

impl

EXPRDSEQ

parent

o�u EXPRDSEQ d�esigne l'objet des s�equences d'expressions identi��ees et
typ�ees par d�eclaration.

Pour d�eterminer le type inf�er�e d'un domaine �a partir d'une forme primi-
tive :

DOM

DOMPRIM

EXPRDSEQ

parent

typeinf

impl

CAT DECLSEQ

CATSEQ SEQ CAT TYPE

DOM
add

tcwith

type typeseq

typeinf � add = tc � with � fact(: : :)

o�u fact est une �eche de factorisation de DOMPRIM vers SEQ dans CAldor

et typeseq une �eche de EXPRDSEQ vers DECLSEQ que l'on d�ecrit main-
tenant :
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EXPRDSEQ

1

patron

EXPRD�EXPRDSEQ

EXPRD

ID

DECLSEQ

1 DECL�DECLSEQ

DECL

IDTYPETYPE TYPE

typeseq

nom decl ident

Remarque : On a utilis�e dans cette construction le type du domaine \par-
ent", qui est en g�en�eral une cat�egorie sauf dans le cas o�u il se type en type.
Dans cette situation tr�es particuli�ere, on consid�ere alors le type inf�er�e de la
forme primitive initiale (voir ch. 7) du domaine \parent". Cette distinc-
tion de cas peut tout �a fait se traduire dans le cadre de l'esquisse EAldor en
ajoutant un cône inductif distingu�e.

6.4 Extensions de la relation de satisfaction

On traite dans cette section des cas de satisfaction de types non abord�es au
chapitre pr�ec�edent, ceux-ci concernant des types non forc�ement identi��es.

6.4.1 Satisfaction de cat�egories

La r�egle g�en�erale est toujours la même (voir r�egle 4) :

R�egle 5 Tout sous-type d'un type T satisfait T ,

Elle �etait utilis�ee dans le contexte des cat�egories identi��ees au 5.6, et l'on
est maintenant en mesure de la compl�eter dans le contexte des expressions
anonymes.
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Pour deux expressions de cat�egorie C1 et C2, on note Ex(C1) et Ex(C2)
l'ensemble des symboles export�es par chacune de ces deux cat�egories, et on
a, relativement au domaine de base Category :

C1 v C2 () Ex(C1) � Ex(C2)

ainsi une expression de cat�egorie est un sous-type d'une autre si elle exporte
plus d'op�erations.

Exemple :

C2 ==> with f
f : % ! Integer ;

+ : (%,%)! % ;

n : Boolean ;

g

C1 ==> with f
f : % ! Integer ;

+ : (%,%)! % ;

n : Boolean ;

g : (%,%)! Boolean ;

g

Alors Ex(C2) =< f : %!Integer, + : (%,%)! %, n : Boolean>, et
Ex(C1) =< f : %!Integer, + : (%,%)! %, n : Boolean, g : (%,%)!
Boolean>.

On v�eri�e que Ex(C1) � Ex(C2) donc l'expression de cat�egorie C1 est un
sous-type de l'expression de cat�egorie C2.

Transcription dans EAldor : On introduit pour ce nouveau cas de satis-
faction l'objet R5 des couples de cat�egories anonymes dont la premi�ere
satisfait la seconde.
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SEQ

�2
1

1+ 1

�1
�

vrai

q1 q2

R5

CATa CATa
exporte2

SEQ�SEQ

incl

SEQ

exporte2

vrai � �SEQ�SEQ = incl

La condition porte sur une v�eri�cation de l'inclusion des s�equence d'exports.
Elle n'est pas d�etaill�ee mais apparâ�t sous la forme d'une �eche de pr�edicat
incl. Pour la d�e�nir rigoureusement dans EAldor, il faudrait passer de la
structure de s�equences pour les exports �a la structure d'ensembles a�n de
v�eri�er l'inclusion. Ce n'est pas l'objet de notre travail.

On d�e�nit �egalement la satisfaction d'une cat�egorie identi��ee �a une
cat�egorie anonyme, en consid�erant uniquement l'expression qui d�e�nit la
cat�egorie identi��ee, c'est une cat�egorie anonyme (si sous forme primitivemais
on peut toujours s'y ramener).

Si C1 est une cat�egorie identi��ee et C2 une expression de cat�egorie alors

C1 v C2 () Ex(C1) � Ex(C2)

puisque l'on d�e�nit �egalement la liste des \exports" d'une cat�egorie identi��ee,
c'est la liste des symboles export�es de l'expression qui la d�e�nit :

C1 : Category == E

o�u E est une expression de cat�egorie ; on pose Ex(C1) = Ex(E).
Exemple :
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C2 ==> with f
f : % ! Integer ;

+ : (%,%)! % ;

n : Boolean ;

g

C1 : Category == with f
f : % ! Integer ;

+ : (%,%)! % ;

n : Boolean ;

g : (%,%)! Boolean ;

g

C1 est une cat�egorie identi��ee, ici une constante, etEx(C1) =< f : %!Integer,
+ : (%,%)! %, n : Boolean, g : (%,%)! Boolean>.

Donc Ex(C1) � Ex(C2) et la cat�egorie C1 est un sous-type de l'expression
de cat�egorie C2.

Transcription dans EAldor : Ce nouveau cas est repr�esent�e par un nouvel
objet R5bis dans EAldor, lui aussi sommet d'un cône projectif distingu�e :



6.4. Extensions de la relation de satisfaction 87

SEQ

�2
1

1+ 1

�

=

vrai

CATa CATa
exporte2

SEQ�SEQ

incl

SEQ

exporte2

�1

CATa CATa

corps

EXPRD

EXPRD

corps

q1 q2

R5bis

vrai � �SEQ�SEQ = incl

6.4.2 Satisfaction au type \vide"

R�egle 6 Tout type T satisfait le type ( ).

TYPE

TYPE�TYPE

R6

1

DOM

TYPE

�1�2

�

td

( )
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td � ( ) � �TY PE�TY PE = �2

6.4.3 Conversions automatiques

La r�egle g�en�erale est la suivante :

R�egle 7 Un type T1 satisfait le type T2 s'il existe une conversion \automa-
tique" de T1 vers T2.

On se contentera dans une premi�ere approche de donner trois cas de
satisfaction issus de la r�egle g�en�erale.

Sous-r�egle 71 Tout type de premi�ere esp�ece T satisfait le type de premi�ere
esp�ece Tuple(T ).

La fonction Tuple d'Aldor s'applique �a un argument dont le type satisfait
Type. Traduite dans EAldor, cette sentence exprime que T est une �eche de
1 vers DOM1.

On consid�ere alors le cône projectif distingu�e suivant dans EAldor :

q1 q2

R71

DOM1 DOM1

itemcomp

FONCITEMCOMP

DOM

FONC

ITEM

FONC�ITEM

1

� i1

Tuple

Sous-r�egle 72 Tout type de premi�ere esp�ece T satisfait le type de premi�ere
esp�ece Cross(T ).
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La fonction Cross d'Aldor s'applique �a un argument dont le type satisfait
Tuple(Type). Ceci signi�e que T est repr�esentable dans EAldor par une �eche
de 1 vers DOM1.

Ainsi cette deuxi�eme sous-r�egle donne lieu �a la construction suivante dans
EAldor :

q1 q2

R72

DOM1 DOM1

itemcomp

FONCITEMCOMP

DOM

FONC

ITEM

FONC�ITEM

1

� i1

Cross

et ce cône projectif est distingu�e dans EAldor.

Sous-r�egle 73 Tout type de premi�ere esp�ece Cross(T ) satisfait le type de
premi�ere esp�ece T .

On a donc :
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DOM1 DOM1

R73

itemcomp

FONCITEMCOMP

DOM

FONC

ITEM

FONC�ITEM

1

� i1

Cross

q2 q1

L'objet repr�esentatif de cette r�egle de satisfaction de types est l'objet R7,
sommet d'un cône inductif distingu�e dans EAldor :

R7

R73R71 R72

6.4.4 Compatibilit�e avec !

La relation de satisfaction est compatible avec l'application de la fonction!
d'Aldor aux sous-cat�egories.

R�egle 8 Soient deux couples de cat�egories identi��ees (S1; S2) et (T1; T2), o�u
S2 satisfait S1 et T1 satisfait T2, alors S1 ! T1 satisfait S2 ! T2.

On introduit un nouvel objet R8 de EAldor pour �gurer cette satisfaction
de types, toujours comme sommet d'un cône projectif distingu�e dans EAldor,
et cet objet est �a ajouter �a la somme des con�gurations de satisfaction dans
EAldor pour d�e�nir convenablement SATISF :
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CATi CATi CATi CATi

CAT CAT CAT

R4

CAT

TYPE TYPE TYPE TYPE

TY PE2TY PE2

PRODTYPE

TYPE

ITEM

PRODTYPE

TYPE

ITEM

FONC

FONC�ITEM

FONCITEMCOMP

DOM1 DOM1

1

itemcomp

q1
q2

q1q2

!

: : :: : :

�

tc

prod

�0

it it

�0

prod

q1 q2

R8

Dans cette pr�esentation on a consid�er�e des cat�egories identi��ees, mais en
toute g�en�eralit�e S1, S2; : : : ne sont pas forc�ement des cat�egories identi��ees
mais peuvent être de la forme S1 = S

0

1 ! T
0

1, etc. Il faudrait alors d�ecrire
cette r�egle sous une forme r�ecursive, ce qu'il est tout �a fait possible de faire
mais cela n'ajouterait pas �a la clart�e du propos. Nous nous en dispensons
donc.

La r�eciproque est �egalement vraie, si S1 ! T1 satisfait S2 ! T2 alors S2
satisfait S1 et T1 satisfait T2.
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6.4.5 Satisfaction induite par Join

Parmi les fonctions pr�ed�e�nies d'Aldor, �a l'instar de !, Tuple, Cross, il
existe une relation de satisfaction particuli�ere pour la fonction Join :

Join (A : Category, B : Category) : Category == with

Bien qu'il n'y ait rien dans le corps de la fonction qui indique un h�eritage
quelconque de cat�egories puisque la s�equence d'exports est a priori vide,
une cat�egorie cr�e�ee par l'application de Join a pour exports la r�eunion des
exports des cat�egories en arguments. On obtient donc un cas de satisfaction
suppl�ementaire :

R�egle 9 Si C1 et C2 sont deux cat�egories, alors la cat�egorie Join(C1; C2)
satisfait C1 et C2.

Notons R9 l'objet repr�esentatif de ce dernier cas de satisfaction de types, il
est sommet d'un cône inductif distingu�e dans EAldor :

R9

R92R91

o�u R91 et R92 sont eux-mêmes sommets de cônes projectifs distingu�es dans
EAldor :
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CATa CAT

EXPR

R91

FONCITEMCOMP

FONC�ITEM

FONC

TYPE PRODTYPE

TYPE1

ITEM

Join

�CAT
itemcomp

it

�0

�1

tc
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CATa CAT

EXPR

�2

FONCITEMCOMP

FONC�ITEM

FONC

TYPE PRODTYPE

TYPE1

ITEM

Join

�CAT
itemcomp

it

�0

tc

R92



Chapitre 7

Application, h�eritage et

appartenance

7.1 Introduction

On revient dans ce chapitre sur des sp�eci�cit�es du langage Aldor, abordables
apr�es avoir d�e�ni le type de toute expression.

On a vu notamment au cours des chapitres pr�ec�edents que dans un con-
texte

x : T

o�u T est Type ou une cat�egorie quelconque, a priori une instance de x pourrait
être un domaine ou une cat�egorie si on ne fait appel qu'�a une v�eri�cation de
satisfaction de types.

On montre ici, surtout dans un contexte d'application de fonction puisque
c'est l�a que les v�eri�cations sont les plus fortes en Aldor, que la notion de
nature permet de lever cette ambiguit�e.

7.2 Compatibilit�e entre type et nature

Toute expression du langage Aldor poss�ede un type et une nature.
Dans un contexte de d�eclaration x : T, on doit s'assurer �evidemment

que le type d'une instance de x est en relation de satisfaction avec T.

95
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Mais dans un contexte x : T == E, on doit en outre s'assurer que le type
requis pour une instance de x, ici T, est compatible avec la nature requise
pour une instance de x par l'expression E.

Exemple : Consid�erons la fonction

f : Category ! Category == (c:Category):Category +-> c with f
g :%! %g

c doit être de nature une cat�egorie (�a cause du constructeur de cat�egories
with)et donc de type un type qui satisfait Category.

Or le type Category de la d�eclaration est compatible avec toute expres-
sion instance de c (qui est une cat�egorie) puisque le type Category peut
typer une cat�egorie, donc le typage est satisfaisant (idem pour le type de
sortie de la fonction).

On traduit cette compatibilit�e par l'ajout d'une �eche compatible dans
EAldor :

TYPE�EXPR 1+ 1
compatible

d�e�nie par les �equations :
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TYPE�EXPR 1+ 1
compatible

EXPRTYPE

DOMF�FONC

vrai faux

CAT2

CAT1

DOM2

DOM1 OBJ

FONC

DOM

CAT

CAT2�CAT

CAT1�DOM

d1

d2
c1

c2

p1

p1

p1

p1

p2

p2

p2

p2
�:::

11

DOMO�OBJ

compatible � fact(d1 � p1; ei � io � p2) = vrai � �DOMO�OBJ

compatible � fact(d2 � p1; ef � p2) = vrai � �DOMF�FONC

compatible � fact(c1 � p1; ei � id � p2) = vrai � �CAT1�DOM

compatible � fact(c2 � p1; ei � ic � p2) = vrai � �CAT2�CAT

et par compl�ementarit�e on obtient les �equations qui d�e�nissent la non-satisfaction
de la relation de compatibilit�e.

7.3 Retour sur la d�e�nition de fonction

Exemple : Consid�erons la fonction

f : Category ! Category == (c:Category):Category +-> c with f
g :%! %g

repr�esentable dans CAldor par une �eche de 1 vers FONC. L'identi�cateur f
et le type Category ! Category sont eux repr�esentables par des �eches de
1 vers ID et vers TYPE respectivement.
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Le terme de droite d�e�nissant la fonction est une forme primitive de fonc-
tion, utilisant la primitive +->, on s'int�eresse �a traduire le \terme param�etr�e"
qui d�etermine le corps de la fonction. Comme terme ouvert, autrement dit
avec variable dans une �ecriture classique, c'est a priori une �eche de EXPR
vers EXPR dans CAldor.

On peut même pr�eciser qu'il s'agit ici d'une �eche de CAT vers CAT

uniquement d'apr�es le typage, ce qu'il n'est pas toujours possible de faire.

SEQ CAT

CAT

iCAT

DECLSEQ CATSEQ

1

with

g �

Le terme ouvert correspond �a la �eche

with � fact(g � �CATSEQ � iCAT ; iCAT )

de CAT vers CAT.
Il reste �a int�egrer cette �eche dans la d�e�nition d'une fonction telle qu'elle

est pr�esent�ee par l'objet FONCPRIM et le cône projectif distingu�e qui lui
est associ�e. Pr�ecis�ement il s'agit de former une �eche de 1 vers DEF pour
obtenir le corps d'une fonction.

A�n d'assurer l'existence d'une telle �eche, la propri�et�e utilis�ee est celle
d'esquisse g�en�eralis�ee, avec la construction des objets exponentiels et les m�e-
canismes de curry�cation et d'application.

On pr�ecise alors la base du cône inductif distingu�e de sommet DEF dans
EAldor par un graphe �ni discret :

DEF

: : :Y X �X � Y
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o�u les objets X et Y sont �a prendre parmi OBJ, DOM, CAT et FONC.

Si l'on note fparam la �eche

with � fact(g � �CATSEQ � iCAT ; iCAT )

alors on a �egalement dans CAldor sa curry��ee fparamc de domaine 1 et
codomaine CATCAT .

On obtient bien ainsi une �eche de 1 vers DEF.

Il reste �a ajouter dans la base de FONCPRIM les conditions qui font de
cette d�e�nition une d�e�nition de primitive de fonction valide, en termes de
compatibilit�e notamment.
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DEF

Y X �X � Y

�3

: : :

TYPETYPE

FONCPRIM

EXPREXPR� EXPR�EXPR

TYPE�EXPR

q1
q2

q3

EXPREXPREXPR EXPR

1

1+ 1
compatible

�:::

vrai

�1 �2

compatible = vrai � �TY PE�EXPR

Ayant maintenant d�e�ni une fonction, ie une �eche de 1 vers FONC en
composant avec +->, on montre que la condition requise pour CAldor permet
de d�eterminer compl�etement la �eche itemcomp de FONCITEMCOMP vers
EXPR, introduite au paragraphe 4.3.
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7.4 Application d'une fonction �a un item

On revient dans ce paragraphe sur la d�e�nition de l'application de fonc-
tion, amorc�ee auparavant avec la d�e�nition du cône distingu�e de sommet
FONCITEMCOMP.

Pour parler d'application, on se donnait une fonction et un item dans une
con�guration de v�eri�cation de types.

Il s'agit maintenant d'�evoquer le passage des param�etres, o�u l'on s'aper�coit
que la v�eri�cation de la relation de satisfaction sur les types est insu�sante
pour assurer la validit�e d'une application.

7.4.1 Premi�ere condition

Reprenons la fonction f de l'exemple pr�ec�edent, la �eche associ�ee fparam
est une �eche de CAT vers CAT. Elle repr�esente une expression contextuelle
et sa compos�ee avec toute �eche de 1 vers CAT repr�esente alors une cat�egorie
d'Aldor.

Il s'av�ere donc n�ecessaire pour composer et obtenir une expression d'Aldor,
de conditionner initialement la nature de l'argument, �a savoir une cat�egorie
dans le cas pr�esent. Cette condition exprime que la nature de l'argument
�eventuel doit être identique �a celle requise pour la d�e�nition de fonction,
autrement dit le diagramme ci-dessous est commutatif :
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EXPREXPR� EXPR� EXPR

�2

DEF

q3

FONC�ITEM

FONCPRIM

FONC ITEM

1

FONCITEMCOMP

EXPR

NAT

p1 p2

prim

nature

EXPR
nature

7.4.2 Seconde condition

La composition �etant rendue possible au sens cat�egorique, il faut s'assurer
qu'elle l'est �egalement au sens d'Aldor, ie �a une satisfaction de types pr�es.
Cette condition est obtenue par la structure de cat�egorie �a composition faible
d�e�nie au chapitre 4.

7.4.3 Justi�cation de l'application

Dans la d�e�nition d'une cat�egorie �a composition faible, une �eche itemcomp
de FONCITEMCOMP vers EXPR traduit l'obtention d'une expression �a
partir d'une fonction et d'un argument. On peut maintenant justi�er que
l'on dispose naturellement d'une telle �eche. Elle provient de la structure
d'esquisse g�en�eralis�ee impos�ee �a EAldor, o�u l'on dispose nturellement des
�eches d'application de BA �A vers B, pour tous objets A et B.
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D�emonstration par l'exemple (toujours avec la fonction f) dans CAldor :

DEF

q3

FONCPRIM

FONC

FONC�ITEM

ITEM

1

FONCITEMCOMP

EXPR

p1 p2

prim

CATCAT � CAT � CAT

�1

CATCAT

FONC OBJ DOM CAT

CATCAT � CAT CAT

EXPR
itemcomp

9appCAT;CAT

Pour une d�emonstration compl�ete, les �eches appCAT;CAT , appCAT;DOM ,
etc li�ees �a chacun des objets Y X �X �Y dans la base du cône issu de DEF,
permettent de construire un cône de base discr�ete FONC,OBJ, DOM, CAT,
ie de même base que le cône issu deEXPR. On obtient ainsi par factorisation
et cofactorisation dans CAldor une �eche de FONCITEMCOMP vers EXPR,
celle que l'on avait not�ee auparavant itemcomp.

Il est �a noter que la condition sur le type du r�esultat de l'application
de fonction a �et�e donn�ee au chapitre 4, conjointement �a celle sur le type de
l'argument.
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7.5 Perspectives

7.5.1 Autre point de vue sur l'application et la com-

position

On se propose ici de donner une pr�esentation l�eg�erement di��erente de la
composition de fonctions. Par constructions dans CAldor, en utilisant unique-
ment les propri�et�es des cônes limites, on va pr�esenter la composition de fonc-
tions comme une compos�ee de �eches cons�ecutives dans CAldor (au sens cat�e-
gorique).

Il est �a noter que cette pr�esentation de la composition englobe l'application
d'une fonction �a un item puisque l'on a vu que, grâce �a la �eche if , un item
peut se concevoir comme une fonction.

Notion de \trace"

Etant donn�es deux types A et B, ie deux �eches de 1 vers TYPE, on a
dans CAldor la �eche de factorisation correspondante vers TY PE2, notons la
(A;B). A cette �eche de 1 vers TY PE2, on associe un objet, appel�e \trace"
de A et B et not�e TR(A;B), sommet d'un cône limite projective dans CAldor

:

1 FONC

but

TYPE

TYPE

TR(A;B)

A

B

source

Dans un mod�ele ensembliste, l'objet TR(A;B) s'interpr�eterait comme
l'ensembledes fonctions de sourceA et de butB, ou plus simplementHom(A;B).

D�es que l'on dispose de deux fonctions Aldor f : A ! B et g : C ! D,
o�u le type C satisfait le type B, on dispose �egalement dans CAldor des deux
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objets TR(A;B) et TR(A;D). Comme EAldor est en particulier une esquisse
des cat�egories, on va mettre en �evidence dans CAldor l'existence d'une �eche
TR(g;C;D) de TR(A;B) vers TR(A;D) et qui traduit e�ectivement un
changement de types sous l'action de g (en composant par la fonction g, on
va passer du type B au type D).

La �eche TR(g;C;D) existe d�es que l'on a une �eche trans convenable :

1 FONC

TYPE

TYPE

TR(A;B)
9 ? TR(g; C;D)

A

B

source

but

1 FONC

TYPE

TYPE

A source

but

TR(A;D)

D

trans

�

p2 � p2�

On prouve l'existence de trans en utilisant les propri�et�es de factorisation
et de cofactorisation des cônes limites dans CAldor.

7.5.2 Notion d'h�eritage

On a un h�eritage direct entre deux cat�egories si ces deux cat�egories sont en
relation de satisfaction en tant que types, au sens de la r�egle R4. On �etend
alors la notion d'h�eritage �a d'autres cat�egories en utilisant la transitivit�e de
la relation de satisfaction avec les autres cas de satisfaction entre cat�egories.

L'h�eritage entre cat�egories peut ainsi se traduire uniquement en termes
de satisfaction de types dans CAldor.

7.5.3 Notion d'appartenance

On parle d'appartenance d'un domaine �a une cat�egorie lorsque le type du
domaine, s'il s'agit d'une cat�egorie, satisfait la cat�egorie en question. On
utilise en Aldor le pr�edicat has.
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L�a encore, cette notion peut donc être d�ecrite en termes de satisfaction
de types dans CAldor.

7.5.4 Les conditionnelles

Une conditionnelle dans un langage informatique est en g�en�eral une expres-
sion de la forme :

if (condition) then (action) else (action)

Il est possible en aldor d'�ecrire une conditionnelle comme pour n'importe
quel langage : \if n 6= 0 then 1

n
else 0" est une expression utilisable dans un

programme. Mais aldor o�re un autre mode d'utilisation des conditionnelles
dans les expressions de cat�egories :

\if : : : has : : : then : : : else : : : "

Il y a trois contextes dans lesquels on peut inscrire cette conditionnelle :

� if un domaine has une cat�egorie then : : : else : : :

� if un domaine has un attribut then : : : else : : :, avec la notion d'attribut
valable uniquement pour le langage Axiom,

� if un domaine has une op�eration then : : : else : : :, qui est une utilisation
envisageable.

On peut ainsi conditionner la partie export�ee d'un domaine en soumet-
tant l'ajout (d'une op�eration, d'un attribut ou) d'une appartenance �a une
cat�egorie �a la validation d'un test.

Exemple : Une cat�egorie des corps quotients.

QuotientFieldCategory(S:IntegralDomain) : Category == Join(Field,

Algebra S, RetractableTo S, FullyEvalableOver S, DifferentialExtension S,

FullyLinearlyExplicitRingOver S, Patternable S,

FullyPatternMatchable S) with f
�= : (S,S)! % ;
numer : % ! S ;
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denom : % ! S ;
numerator : % ! % ;
denominator : % ! % ;
if S has StepThrough then StepThrough ;
if S has RetractableTo Integer then

fRetractableTo Integer ;
RetractableTo Fraction Integer ; g

if S has EuclideanDomain then

fwholepart : % ! Sg
� � �

g

Remarque : Lorsque l'on teste une propri�et�e d'un domaine dans une con-
ditionnelle, on teste en fait la partie export�ee par ce domaine, et le relation
nouvellement introduite entre les deux cat�egories n'est plus un h�eritage de
construction (par un enrichisssement de type \with"), mais de conception.

Ici aussi le cadre des esquisses que l'on a choisi se r�ev�ele être partic-
uli�erement bien adapt�e puisque une conditionnelle s'exprime �a l'aide d'une
cofactorisation dans la th�eorie des esquisses. C'est cette propri�et�e que l'on
utilisera dans CAldor, sur des types, avec le pr�edicat d'appartenance dont on
vient de voir que la d�e�nition pouvait se faire en termes de satisfaction de
types.

7.6 Conclusion

Le point crucial de ce travail consiste �a remarquer que, pour avoir voulu
�elever le niveau de description des types, Aldor a introduit ce faisant une
ambiguit�e, qui ne peut pas être lev�ee par des consid�erations de typage.

Si la plupart des langages informatiques typ�es arrivent �a d�ecrire une ex-
pression par son type, il y a en revanche peu ou pas de satisfaction de types.
En Aldor on a �a la fois une satisfaction de types non triviale et des types
qui sont valeurs de premier ordre. La contrepartie de cette complexit�e est
paradoxalement une perte de richesse expressive des types et une v�eri�ca-
tion de validit�e des expressions qui se d�ecompose donc en deux v�eri�cations
distinctes :
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x : T == E

1. Le type de x doit satisfaire T.

2. Le type T doit être compatible avec la nature de E.

L'introduction de la notion de nature dans le syst�eme de typage d'Aldor
permet certes de r�epondre au besoin de v�eri�cation de validit�e d'expressions,
mais elle a �egalement l'avantage de pr�eciser le proc�ed�e d'�evaluation d'un
programme Aldor.

Un programme Aldor, dans notre formalisme, est une �eche dans CAldor

de domaine 1. C'est une compos�ee de �eches �el�ementaires et tout le probl�eme
de l'�evaluation consiste �a la r�eduire en une �eche \�equivalente" dans CAldor.
On utilise entre autres des m�ecanismes de factorisation et cofactorisation. Le
point probl�ematique en Aldor est celui d'une �eche arrivant dans EXPR par
application d'une fonction �a un item (itemcomp). On ne sait pas a priori
d�ecider, en termes de typage, si l'on arrive dans EXPR par les objets de base,
les fonctions, les domaines ou les cat�egories. C'st la donn�ee de la nature,
d�etermin�ee par le corps de la fonction, qui r�esout le probl�eme d'ind�ecision.
Ceci est obtenu par le fait qu'il n'y a qu'un nombre �ni de constructeurs en
Aldor pour les expressions sous forme primitive, et que chacun correspond �a
une nature d�etermin�ee.

L'esquisse EAldor est donc quasi-projective.
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